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Berechnung der Strémungsverluste 
von ungestaffelten ebenen Schaufelgittern *. 


Von L. Speidel. 


I, Einleitung und Aufgabenstellung. Das wichtigste Bauelement einer Strémungsmaschine 
ist das Schaufelgitter. Seine Aufgabe besteht in der Energieithbertragung zwischen dem 
strémenden Medium und dem umlaufenden Rad. Diese Energieiibertragung wird e1reicht 
durch eine Richtungsanderung der Strémung, die naturgema8 mit méglichst geringem Energie- 
verlust durchgefiihrt werden soll, um einen guten Gesamtwirkungsgrad der Maschine zu er- 
halten. 

Bei dem Entwurf ciner Strémungsmaschine muB8 fiir das Schaufelgitter die Richtungsande- 
rung der Strémung sowie deren Energieverlust bekannt sein. Von besonderem Interesse sind 
dabei diejenigen Gitteranordnungen, die bei einer vorgegebenen Richtungsanderung die ge- 
ringsten Verluste hervorrufen (giinstigste Gitter), wobei noch Nebenbedingungen im Hinblick 
auf Kavitation, Verdichtungsstébe, Festigkeit, Fertigung u. 4. erfiillt sein miissen. 

Der Zusammenhang zwischen den geometrischen und aerodynamischen Eigenschaften der 
Gitter kann nicht allein auf experimentellem Wege ermittelt werden, da die Zahl der maBgeb- 
lichen geometrischen Parameter viel zu grof ist. Deshalb hat man schon friihzeitig versucht, 
diese Fragen wenigstens teilweise theoretisch zu beantworten. Dabei haben im wesentlichen 
zwei Verfahren Eingang in die praktische Berechnung von Stroémungsmaschinen gefunden: 

1. Stromfadentheorie: Bei enger Schaufelteilung wird mit schaufelkongruenter 
Strémung gerechnet, wobei der TeilungseinfluB durch halbempirische Korrekturen erfaB8t wird 
(Winkeliibertreibung). Das Verfahren ist auf beliebige Formen des Gitters anwendbar (Axial- 
gitter, Radialgitter, Kombinationen beider Formen), versagt aber bei weiten Teilungen und 
dicken Profilen. Die Strémungsverluste werden teilweise recht grob aus einigen wenigen Mes- 
sungen ibernommen, so daf giinstigste Gitter nur durch spezielle Messungen ermittelt werden 
kénnen. 
| 2. Tragfligeltheorie: Die Mebergebnisse von Tragfligeln werden auf das ebene 
-Gitter (Idealisierung des Axialgitters) iibertragen, indem man dieses als Summe von Einzel- 
tragfligeln auffaBt. Dabei erhalt man neben der Strémungsumlenkung auch den Gitterverlust. 
Die Zulassigkeit dieser Betrachtungen ist aber auf weite Teilungen beschrankt, weil sonst durch 
die gegenseitige Beeinflussung der Profile die am Einzelprofil gewonnenen MeBergebnisse nicht 
mehr auf das Schaufelgitter iibertraghar sind. Damit ist das Verfahren im wesentlichen auf 
schnellaufige Maschinen beschrankt. 

Es lag nun nahe, zur Uberbriickung der recht groBen Liicken die in der Flugzeugaerodyna- 
mik bewahrten Rechenmethoden auf das Schaufelgitter zu iibertragen. Man beschrankte sich 
dabei vorerst auf ebene Gitter in reibungsloser Strémung. Fiir die Bestimmung des Strémungs- 
verlaufes wurden dabei zwei Wege beschritten. Einmal wurde die Methode der konformen 
Abbildungen! verwandt, die ihrem Wesen nach auf das zweidimensionale Problem beschrankt 
ist, aber exakte Ergebnisse bei sehr hohem Rechenaufwand liefert. Zum anderen wurde das 
Singularitatenverfahren! benutzt, bei dem das Profil durch Singularitaten (cine Quell-Senken- 
und Wirbelverteilung) derart ersetzt wird, da{ die Kontur eine Stromlinie wird. Der Rechen- 
aufwand ist gegeniiber der konformen Abbildung wesentlich geringer, so daf sich das Verfahren 
gut fiir systematische Rechnungen ecignet. Es ist auch auf den dreidimensionalen Fall an- 
wendbar. 


* Gekiirzte Fassung der Braunschweiger Dissertation 1953; Hauptberichter: Prof. Dr. H. Schlichting; 
Mitberichter: Prof. Dr. C. Pfleiderer. Auszugsweise vorgetragen auf der Tagung des VDI-Fach- 
ausschusses fiir Strémungstechnik in Ziirich, 9, bis 11. Juni 1954, Diese Untersuchungen wurden 
durch die Deutsche Forschungsgemeinschaft unterstutzt. 

1 Kine umfangreiche Literaturzusammenstellung von Arbeiten der Gitterberechnung nach konformen 
Abbildungen und dem Singularitatenverfahren befindet sich in der Arbeit von H. Schlichting und 
N. Scholz, Ing.-Arch. 9 (1951), 5S. 42. 
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Bei Vernachlassigung der Flissigkeitsreibung kann ein Gitterverlust naturgemaB nicht 
ermittelt werden. Die aus der reibungslosen Strémung errechneten aerodynamischen Beiwerte 
weichen aber auch sonst teilweise recht erheblich von denen der wirklichen Strémung ab, so daB 
die Ergebnisse der Theorie der reibungslosen Gitterstromung bisher nur wenig Eingang in die 
praktische Berechnung von Strémungsmaschinen finden konnten. 

Neuerdings haben nun erstmalig H. Schlichting und N. Scholz ein Verfahren fiir die theore- 
tische Berechnung der Strémung durch ein ebenes Schaufelgitter mit Bericksichtigung der 
Flissigkeitsreibung angegeben und dabei insbesondere die Verlustbeiwerte theoretisch er- 
mittelt. Dieses Rechenverfahren, welches in einer Anwendung der Grenzschichttheorie auf die 
Gitterstrémung __ besteht, 
war zunachst auf unend- 
lich diimne Profile be- 
schrankt. Aber grundsatz- 
lich ist damit der Weg ge- 
zeigt worden, wie man fir 
das ebene Schaufelgitter 
alle aerodynamischen Ei- 
Uo genschaften, Geschwindig- 
70, keitsverteilung, Richtungs- 
anderung der Strémung 
T und Verlustbeiwert in Ab- 
hangigkeit von den geo- 

metrischen Parametern 
2 (Dicke, Wélbung, Teilung, | 
Staffelung) berechnen 
kann. Eine experimentelle 
Nachpriifung der theoreti- 
vo schen Ergebnisse ist un- 
x bedingt erforderlich, doch 
kann sie auf einzelne Stich- 
ie eet proben beschrankt bleiben. 
wy yt ee In der vorliegenden Ar- 
x beit soll nun das Rechen- 
3 verfahren von H. Schlich- 
ae ting und N. Scholz auf Gitter 
hag aus Profilen endlicherDicke 
erweitert werden. Da die 
Berechnung der reibungs- 


= -o ~ losen Strémung fiir ein ge- 
} Ys (x) Skelettlinie staffeltes Gitter noch er- 


hebliche Schwierigkeiter 

Ya bereitet, soll die vorliegen- 
ya (x) Dickenverteilung de Untersuchung auf das 
ungestaffelte Gitter be- 


schrankt bleiben, bei wel- 
Abb. 1. Bezeichnungen am ungestaffelten Gitter. Ersatzsystem aus Singularititen. ‘ : 


Air co She Sing ore Henes Ersatzsystem: g(x) Quellverteilung, (x) Zirkulations- chem diese Schwierigkeit 
verteilung, W tiberlagerte Parallelstrémung, (U,,, V¥,, Komponenten in x und y-Richtung), 31142 
u, v induzierte Geschwindigkeiten, (u parallel , v parallel y); Geometrische len arta: entfallt Z Der Gang der 


t Teilung, ff, Schaufelwinkel, f Profilwélbung, d Profildicke. Rechnung fiir ein Gitter 

aus Schaufeln endlicher' 
Dicke verlauft dann ahnlich, wie er von Schlichting und Scholz fiir unendlich diinne Schaufeln 
angegeben wurde. Er besteht aus den folgenden Schritten: | 


(a) 


1 Siehe FuBnote 1 von S. 295. | 
* Inzwischen ist fiir ein Gitter beliebiger Staffelung und Teilung die Berechnung der Potentialstré- 
mung nach dem Singularitatenverfahren allgemein gelost worden. Die erste Hauptaufgabe (gegeben die 
aerodynamischen, gesucht die geometrischen Parameter) wurde behandelt von N. Scholz, Ein Berech- 
nungsverfahren zum Entwurf von Schaufelgitterprofilen; VDI-Forschungsheft Nr. 442. Die Lésung der 
zweiten Hauptaufgabe (gegeben die geometrischen, gesucht die aerodynamischen Beiwerte) wurde an- 
gegeben von H. Schlichting, Berechnung der reibungslosen inkompressiblen Strémung fiir ein vorgegebenes 
ebenes Schaufelgitter; unveréffentlichter Bericht 1952, erscheint demnachst als VDI-Forschungsheft. 
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1. Fir ein vorgegebenes Gitter wird die potentialtheoretische Geschwindigkeitsverteilung 
nach dem Singularitatenverfahren bestimmt. 


2. Auf Grund dieser Geschwindigkeitsverteilung wird nach einem bekannten Verfahren die 
Grenzschicht berechnet. 

3. Der Verlauf der Verdrangungsdicke der Grenzschicht bedingt eine scheinbare Anderung 
der Schaufelkontur, die eine Anderung der reibungslos gerechneten Werte von Auftrieb und 
Abstrémrichtung zur Folge hat. 

4. Aus den Grenzschichtwerten an der Hinterkante des Profiles wird der Verlustheiwert 
berechnet. 

Nach diesem Verfahren lassen sich dann die aerodynamischen Beiwerte in Abhangigkeit 
von den geometrischen Parametern ermitteln. 

Um nun den Einflu8 der wesentlichsten geometrischen Parameter Profildicke und -wolbung 
sowie Gitterteilung — der Schaufelwinkel ist beim ungestaffelten Gitter mit B, = 90° konstant 
— auf die aerodynamischen Parameter zu erkennen, sollen einige Gitteranordnungen systema- 
tisch durchgerechnet werden. Dabei sollen besonders die giinstigsten Anordnungen ermittelt 
werden, die bei einer vorgegebenen Richtungsinderung die geringsten Gitterverluste hervor- 
rufen. 

Die Rechnungen sind teilweise mit unverdffentlichten Messungen von N. Scholz verglichen 
worden. 


2. Reibungslose Stromung. a) Grundlagen, induzierte Geschwindig- 
keiten bei vorgegebener Singularitdtenverteilung. Zur Bestim- 
mung der Potentialstrémung werden die Gitterschaufeln durch Singularitatenverteilungen, nim- 
lich eine Quell-Senkenverteilung q(x) und eine Wirbelverteilung y(x), derart ersetzt, daB die 
Schaufelkontur eine Stromlinie wird. Dabei verschwindet die Gesamtergiebigkeit der Quellen 


l 
| qx) dxa== 0s, 
0 
da sich die Profilkontur schlieBen muB. Das Integral iiber die Wirbelverteilung ergibt die Ge- 
samtzirkulation einer Schaufel 


I 
f=] y(a) dx, 
0 


Es ergeben sich nun wesentliche Rechenvereinfachungen, wenn man die Singularitaten auf der 
Profilsehne (x-Achse) und nicht, wie exakt notwendig, auf der Skelettlinie anordnet. Diese 
Vereinfachung hat sich bei nicht zu stark gewélbten Profilen als brauchbar erwiesen. Fiir das 
Schaufelgitter erhalt man dann das in Abb. 1 dargestellte Ersatzsystem. Fir die folgende 
Rechnung werden nun die auf der Profilsehne (x-Achse) induzierten Geschwindigkeiten be- 
notigt. Diese setzen sich aus einem Anteil der Zirkulationsverteilung (Index y) und einem der 
Quellverteilung (Index q) zusammen. Bei der Berechnung der induzierten Geschwindigkeiten 
erweist es sich weiter als zweckmaBig, diese in einen Anteil des Einzelprofiles (Index E) und 
einen des Restgitters (Index G), d. i. der Schaufelreihe ohne das Einzelprofil, aufzuteilen. Man 
erhalt dann fiir die induzierten Geschwindigkeiten (u in Richtung der x-Achse, v senkrecht dazu) 


U = Uy + Ug = Uy Eg + UyG + UgE + Me, | (1) 
v=, + 0g = VyE + VyG + UgE + %4C- | 


Wie schon Pistolesi! gezeigt hat, ergeben sich fir dasun gestaffelte Gitter die induzierten 
Geschwindigkeiten u, und v, auf der Schaufelsehne nach dem Biot-Savartschen Gesetz zu 


1? 


iy = rn | q(x’) Stg i (x — “| dx’, (2a) 
a — 2 foe Sta ee = =| dx! (2b) 
x’=0 


Die in dem Integranden auftretende Unendlichkeitsstelle kann man durch Zerlegen in die indu- 


1 EF, Pistolesi, Aerotechnica 17 (1937). 
21% 
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zierten Geschwindigkeiten des Einzelprofiles und die des Restgitters auf die vom Einzelprofil 
bekannte Form zuriickfiihren. Man erhalt 


1 ; dx’ 
UGE = 2 nt | q (E ) SE: 
x’ = 0 
J 
ry | Ea eg tee 
UG y= gE ay | q (x’) Ctq (x —*% ) ame dx’, 
ral tam (3) 

Ik of me, alee 

CN a a | LOO eran; 


1 
il ; r / 
Uy G — vy, — v,E = — a1 | ye (x ) Stg E (x Ss BY ) 


Bei den induzierten Geschwindigkeiten u, und u, nach (1) liefert beim ungestaffelten 
Gitter nur das Einzelprofil einen Beitrag, der Anteil des Restgitters verschwindet aus Sym- 


metriegrinden. Man erhalt also 
y 


uy = Wye = + : ; Ug=9, | + Oberseite 


(4) 


05. Ube VG = 0. — Unterseite 


Mit diesen induzierten Geschwindigkeiten ist zusammen mit der iberlagerten Parallelstrémung 
(U., Komponente in x-Richtung, V,, Komponente in y-Richtung) die Gesamtgeschwindigkeit 
auf der Profilsehne bekannt. Die Geschwindigkeit auf der Profilkontur lat sich daraus dann 
nach einer von F’. Riegels! angegebenen Beziehung ermitteln. Ist yx = dyx/dx die Neigung 
der Kontur, dann ist nach Riegels die Geschwindigkeit auf der Profilkontur 


eee ae (5) 
jl eey 


b) Zusammenhang zwischen der Profilgeometrie und dex 
Singularitatenverteilung. Der Zusammenhang zwischen der Singularitatenver- 
teilung und der Geometrie des Schaufelgitters wird durch die kinematische Strémungsbe- 
dingung gegeben, die besagt, daB die Geschwindigkeit an der Kontur tangential zur Wand ver- 
laufen muB. Da die induzierten Geschwindigkeiten in der Nahe der x-Achse (Profilsehne) 
praktisch von y unabhangig sind, kann man die kinematische Strémungsbedingung mit den 
im vorigen Abschnitt ermittelten induzierten Geschwindigkeiten auf der Profilsehne fiir das 
ungestaffelte Gitter schreiben 


rie Oberseite 
dyx Vo +vy tq _ Ce ae | ‘ 


dx U,. +uq + uy 


(6) 


Ux + Ug + + — Unterseite. 


Da in der Regel y/2 klein gegen die tbrigen Summanden des Nenners ist, kann man diesen 
Anteil in erster Naherung vernachlassigen. Dann laf t sich die kinematische Strémungsbe- 
dingung (6) in einen symmetrischen Teil fiir die Dickenverteilung y,(x) und einen antisymme- 
trischen Teil fiir die Skelettlinie y,(x) aufspalten (yx = y,-+ ya), und man erhilt fir das 
ungestaffelte Gitter® 
ee ae Ea 

' Vel = Us + uq’ eit ie Ste | (7a, b) 

1F, Riegels, Ing.-Arch. 16 (1948), 5. 373. 
_ 2 Ks sei darauf hingewiesen, da fiir den Einzelfliigel diese beiden kinematischen Strémungsbe- 
dingungen bisher allgemein in der vereinfachten Form 


ye oe 1 q Ves ae vy 
Lae eR we ONL i 
verwendet werden, also unter Vernachliassigung der induzierten Geschwindigkeit lings der Sehne, UgE = 0. 


Fir das Gitter erscheint es jedoch angebracht, die induzierte Geschwindigkeit ug zu beriicksichtigen, da 
sie im allgemeinen nicht in gleicher Weise klein gegen U,, ist wie UqE- 
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Es ist demnach beim ungestaffelten Gitter die Dickenverteilung nur von der Quell- 
verteilung abhangig, und die Wélbungsverteilung kann aus der Zirkulationsverteilung be- 
rechnet werden, wenn u, aus der Dickenverteilung bekannt ist!. Durch diese Tatsache wird 
die Lésung der zweiten Hauptaufgabe, die Bestimmung der Geschwindigkeitsverteilung bei 
vorgegebener Kontur, beim ungestaffelten Gitter wesentlich erleichtert. 

Aus der kinematischen Strémungsbedingung (7a) folgt bei gegebener Dickenverteilung y, 
die Quellverteilung zu 


q(x) = 2(U, + uy) ya- (8) 
Damit erhalt man dann bei gegebener Dickenverteilung aus (2a) eine Inte gralgleichung 
fiir u,. Die mithsame Lésung dieser Integralgleichung la8t sich umgehen, wenn man in erster 
Naherung in (8) die induzierte Geschwindigkeit u, durch ihren Mittelwert iiber die Profiltiefe 
l 
if 
a U,(x) dx (9) 
0 
ersetzt. Der entstehende Fehler ist gering, da beim ungestaffelten Gitter u,(x) nur in extremen 


Fallen (groBe Dicke und enge Teilung) eine starke Abhangigkeit von x aufweist. Man erhalt 
dann fiir die Quellverteilung in erster Naherung 


q(x) = 2(U, + M4) Ya, (8a) 
womit man jetzt aus (2a) fiir u, die Bestimmungsgleichung erhalt 
u(x) = (U,, + ¥,) Sle) 
mit 
l 
1 es pei 24 ’ ’ 
Ix) => | vile’) ta] F (@ — x] aa". 
x’=0 : 
Dabei ist jetzt J(x) nur von der Geometrie abhangig. Mit (9) laBt sich jetzt auch uw, durch den 
Mittelwert 
l 
— I(x) dex (10) 
> es 
darstellen in der Form u,/U. = J/(1 — J). Damit erhalt man fiir die induzierte Geschwin- 
digkeit 
Ug( x) J(x) 


UZ eG 
Fiir die numerische Auswertung ist es nun wieder zweckmabig, das Integral in einen Anteil des 


Einzelfliigels und des Restgitters J(x) = Jn(x) + Jc(x) und J=Jnr+Jc¢ m zerlegen. 


Dann erhalt man analog zu (3) 


~ 


Jae) = [ yale’) (11a) 


1 ; if / | 9 
Je(x) == | yalx’)! Ctg ic (x — % ) ee (11b) 
ae x’=0 
1 Beim gestaffelten Gitter entfallt diese Vereinfachung, da uy¢ + 0 und vg¢ + 0, s0 daB sowohl yj, wie 


auch y/ von der Quell- und Zirkulationsverteilung abhangen. 
2 Bei der numerischen Auswertung stort die Unendlichkeitsstelle von y/ bei «’=0. Zieht man das 
iy 1 l 


wegen der Sehliefiungsbedingune. | yi dx = 0 verschwindende Integral [ eta ee) — I dx’ 
MY % —=0 


ab, dann erhalt man die fiir die numerische Auswertung von Jg¢ geeignetere Form 


‘coral vila’) |6tg a ~~) Pee lero slew. 


t | HX) | 
wo’ =0 
bei der fiir x’=0 und y) = co der Integrand verschwindet. 
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und Jz und Ue analog zu (10). Damit folgt dann aus der letzten Gleichung 
ug¢(*) __ Jol) (12a) 


a Sy 

Die Berechnung von u,xz erfordert noch eine besondere Uberlegung: Bei dex Geschwindig- 
keitsverteilung des Einzelfliigels nach F. Riegels 1 wird in dem Ansatz fiir die Quellverteilung 
(8) die induzierte Geschwindigkeit u,, vernachlassigt ?. Damit die vorliegende Rechnung an 
die des Einzelfliigels anschlie8t, muB bei der Ermittlung von u,¢ aus der obigen Gleichung 
fir u, der Faktor 1/(1 — J) durch den etwas kleineren Faktor (1 — Jz)/(1 — J) ersetat 
werden. Damit erhalt man 
Mit den induzierten Geschwindigkeiten dieser ersten Naherung laBt sich nun eine genauere 
Quellverteilung nach (8) ermitteln, womit dann nach (3) die induzierten Geschwindigkeiten in 
zweiter ausreichend genauer Naherung folgen. Bei den Beispielrechnungen erwies sich die 
Bestimmung einer zweiten Naherung nur bei der Teilung t// = 0,5 zusammen mit einer Dicke 
von d/l = 0,2 als notwendig. 


Die induzierte Geschwindigkeit v, folgt nach der kinematischen Strémungsbedingung (7b) 
aus der Skelettlinie zu 
Vy = (U., + uc) y¥i— Vos (13) 
wenn man entsprechend dem Rechengang beim Einzelfligel u,~ gegen U,, vernachlissigt ?. 
Die induzierte Geschwindigkeit u,¢ ist nach der vorangegangenen Rechnung (12a) bekannt. 
Um nun die Geschwindigkeitsverteilung an der Kontur ermitteln zu kénnen, mu die zu der 
induzierten Geschwindigkeit v, gehérige Zirkulationsverteilung ermittelt werden. Fiir die 
Bestimmung der Zirkulation bei vorgegebenem v, hat N. Scholz? eine Erweiterung des Glauert- 
schen Ansatzes fiir das Einzelprofil auf das Schaufelgitter angegeben. Setzt man danach fir 
die Zirkulationsverteilung 


? < ; | 
Vo) Ul c ctg > --- Soke: sing (14) 
mit Ng 
ae, os ( j 1 
Bint Fa gaa tae 
Be ee Tie 
Ug 5 


dann erhalt man als induzierte Geschwindigkeit nach (2b) 


vu (men) eee ie 
vy v..| #601) > 5 COSY + Ss, Sk re 


n=1, 2, 3. n=2, 4, 6... 


(15) 


Mit v,(x) aus (13) erhalt man dann wie bei Scholz die Koeffizienten fir die Zirkulationsvertei- 
lung nach (14) durch Quadratur zu 


4 i , 
Ges (1 pe os cos np dp (Sere 2 eee | 
2 ke u V eee l eS 
> ie a qG y foe) SR! Yan TU 
oy = tren Wezel ee ee ee n 39" (F)] 
a i) j a Peer 


Hier ist a, nur von den geometrischen Daten abhangig, denn auch u,¢ ist nach (12a) lediglich 
eine Funktion der Dickenverteilung und der Teilung. Der Koeffizient a) hangt noch zusatzlich 
von der Richtung der iiberlagerten Parallelstrémung ab, so da® damit auch die Zustrémrichtung 

SAC an: 

* Siehe Fufnote 2 von S. 298. 

8 N. Scholz, Journal Aeron, Sciences 18 (1951), S, 637, 
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beliebig gewahlt werden kann. Damit ist dann die Zirkulationsverteilung bestimmt. Die fiir 
die Bestimmung der Geschwindigkeitsverteilung auf der Kontur interessierende induzierte 
Geschwindigkeit u, errechnet sich aus der Zirkulationsverteilung (4). 

Da besonders bei enger Teilung die Reihe fir die Zirkulationsverteilung nur langsam kon- 
_vergiert, wird fiir die Beispielrechnung ein einfacheres Rechenverfahren verwandt, das aber 
nur fiir eine parabolische Skelettlinie verwendbar ist. Hierfiir wird die Tatsache ausgenutzt, 
dafs der durch eine elliptische Zirkulationsverteilung beim Einzelprofil erzeugte lineare Verlauf 
der induzierten Geschwindigkeiten v,£ auch im Gitter praktisch véllig erhalten bleibt, so daB 
_ bei einem ungestaffelten Gitter aus Parabelprofilen eine elliptische Zirkulationsverteilung vor- 
liegt, deren Intensitat von der Profilwélbung und der Gitterteilung abhangt !. 

c) Geschwindigkeitsverteilung. Mit den auf der Profilsehne ermittelten 
induzierten Geschwindigkeiten u, und u,, 1a8t sich jetzt nach (5) die Geschwindigkeit auf der 
Kontur bestimmen. Man erhalt 


co 


Ua tte tte 7 Un [acts + > a, sin n ~ 


n=1, 2, 3... 


ret) 
ee 
Wenn a, nicht verschwindet, tritt dabei fiir x =0 wegen yx (0) = co und ctg@/2 = co 
eine Unbestimmtheit der Form oo/oo auf. Fiir den Grenzwert erhalt man 


W(x) = 


‘: 
pee 


Y aes T 

| bs Sarre IT Gin 2 

nwo — a a = ae : 9 

) «0 V1 + ¥2 R, ml 

_ wobei Ry der Nasenhalbmesser des Profiles ist (Kontur in Nasennahe yx = j2 Ry Dae 


Zur Kontrolle des vorliegenden Verfahrens wurde ein Beispiel (Gitter mit t/l = 0,5 und 
d/l = 0,2) vergleichsweise auch auf Grund der konformen Abbildung nach Weinig? gerechnet. 
Dabei ergab sich eine recht gute Ubereinstimmung beider Verfahren. 

d) StoBfreier Eintritt, Schaufelbelastung. Es laf®t sich jetzt auch 
der im Strémungsmaschinenbau sehr gelaiufige Begriff des stoSfreien Eintritts mathematisch 
formulieren. Stoffreier Eintritt liegt dann vor, wenn keine Umstriémung der Vorderkante 
eintritt, wx (0) = 0. Diese Bedingung wird erfillt, wenn in (17) a) = Oist. Dann 1aBt sich aus 
(16) auch die Richtung der iiberlagerten Parallelstrémung bei stoBfreiem Eintritt (Index 0) 
ermitteln zu 


fi 


Voc 1 sen 7 1 = heed 
Gal ue | (1 ar w:) ys dp + > > oe XQ (ial : (18) 
‘ F 


n=2, 4, 6. 


Es ist (V.,/U.,), also allein durch geometrische Angaben bestimmt. Hiermit laBt sich der 
Koeffizient a, nach (16) auch schreiben 


en cil la (v2), af 


74 is 


Fiir die weitere Retrachtung ist es zweckmafig, auch die Gesamtzirkulation, die sich aus (14) 


nach Scholz* zu 
} eat - n{wl ‘ 
r= i y(x) dx =t U,, c Sin a a > a, XG (=) (20) 


n=1,3,5... 


ergibt, in einen Teil bei stoBfreier Anstrémung (Index 0) und einen StoBanteil (Index [) auf- 
zuspalten. Gleichzeitig soll fiir die Zirkulation ein dimensionsloser Beiwert eingefiihrt werden 


durch 


yt ‘ 
eas 21 
aes a ima (21) 
ei Die Beziehungen fiir die elliptische Zirkulationsverteilung sind in L. Speidel, Berechnung der Stro- 
mungsverluste von ungestaffelten ebenen Schaufelgittern, ungekiirzte Dissertation Braunschweig 1953, 
angegeben. ! ws 
: OF. Weinig, Die Strémung um die Schaufeln von Turbomaschinen, Leipzig 1935. 
3 Siehe FuBnote 3 von S. 300, 
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der mit Schaufelbelastung bezeichnet werden mége. Man kann diesen Beiwert auch als dimen- 


: 2 ue ; 
sionslosen Beiwert der Umfangskraft P, bezeichnen, denn es ist wegen P, = 9 U, rf 
Pz 
Cu = “gr aS 
@ rp 
[Pa (Ue 
2 


Bei der Aufspaltung der Schaufelbelastung in Stofanteil und Anteil bei stoBfreier Anstrémung 
erhalt man dann mit (21), (20) und (19) 


Cy = Cug a Cup ? 
t ~ Yan a I 

Cup = Z, am one QQ c > (22) 
t ml Vie [en 

Cop = 4 ; Tq é ) la - (a2), [a, nach (16)]. 


e) Strémungsrichtung. Die Geschwindigkeitskomponente normal zur Gitter- 
front (x-Richtung) ist in groBer Entfernung vor und hinter dem Gitter gleich U_; es ist also 
U,, beim ungestaffelten Gitter die Durchsatzgeschwindigkeit. Die Geschwindigkeitskom- 

ponente parallel zur Gitterfront setat 
sich beim ungestaffelten Gitter aus 
der Translationsstrémung V_ und der 
induzierten Geschwindigkeit v. zu- 
z ; sammen. Man erhalt dann nach 
Abb. 2 (Index 1 vor dem Gitter, In- 
dex 2 hinter dem Gitter) fiir die Ge- 
schwindigkeiten parallel zur Gitter- 
front vor bzw. hinter dem Gitter 


v1, = Vero 


Ve = Vee 


y 


Gifferebene 


oo 
wobei v. aus der Gesamtzirkulation 
einer Schaufel folgt zu 


Use Tr 
ec MimokG De 
ey Sy r co 
Y SoS Damit ergibt sich dann die Zu- und 
~ Abstrémrichtung zu 
[ews IP 
U. Cus fo, SS a ’ 
os p Urs BF MU 
Abb. 2. Bestimmung des Zu- und Abstrémwinkels in der = Vas l JP 
Potentialstrémung. ctg Be U ie eray i 
~ foe) 


Mit V./U., aus (22) erhalt man dann fiir die Strémungsrichtung 


11 yea: os 
ctg By = is oa up Ctg 5 ) a = (Z > 


x 


ud zl We 
ctg Bo pe ees & tg ea a a = taal ? 


wobei noch die Zirkulation durch die Schaufelbelastung nach (21) ausgedriickt ist. 


Damit sind alle in der Potentialstrémung interessierenden Werte bestimmt. 


(23) 


3. Stromung mit Reibung. Die Berechnung der Strémung mit Reibung ist nicht, wie die 


der Potentialstrémung, auf das ungestaffelte Gitter beschrankt, sondern auch auf jedes ge- 
staffelte Gitter anwendbar. 


a) Berechnung der Greuzschicht. Als erster Schritt muS nun die Grenz- 
schicht nach einem bekannten Naherungsverfahren ermittelt werden. Dabei werden die 
Grenzschichtparameter 
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Impulsverlustdicke ? = | — (1 <= el dn n Koordinate senkrecht zur Wand, 
K WK 
0 
Verdringungsdicke t= (1 __ w(n) ai w Geschwindigkeit parallel zur 
WK Wand, 
. 
Energieverlustdicke 9** — w(n) |) ie aie wx Geschwindigkeit der Potential- 
| wK WK strémung 


bestimmt. Der Zahlenwert der Energieverlustdicke braucht jedoch nicht ermittelt zu werden; 
dieser Wert wird led‘glich fiir die Ableitung der folgenden Beziehungen bendtigt. 

In der vorliegenden Arbeit wurde die Grenzschicht als turbulent vom vorderen Staupunkt 
an betrachtet, einmal, weil sich der Umschlagspunkt kaum rechnerisch erfassen laBt, und zum 
anderen, weil infolge der starken Stérungen in der Strémungsmaschine ein weit vorn legender 
Umschlagspunkt zu erwarten ist. Fiir die Beispielrechnung wurde das Naherungsverfahren 
von FE. Gruschwitz } verwandt, wobei die Impulsverlustdicke nach einer von EF. Truckenbrodt 1 
angegebenen Quadraturformel ermittelt wurde. 

b) Anderung der Potentialstrémung durch die Grenzschicht. 
Durch die Grenzschicht wird die reibungslose AuBenstrémung um das Profil verandert, indem 
das Profil durch die Verdrangungswirkung der Grenzschicht scheinbar verdickt wird. Eine zur 
Skelettlinie symmetrische Verdickung ergibt nur eine Anderung der Dickenverteilung, deren 
Finflu8 auf die Potentialstrémung nur beim 
gestaffelten Gitter von Bedeutung ist ?. Bei 
unsymmetiischer Verdickung iritt eine zusiatz- 
liche Wélbung der Skelettlinie auf, wodurch 
die Gesamtzirkulation und damit die Stré- 
mungsrichtung vor und hinter dem Gitter 
geandert wird. Diese: Anteil soll jetzt er- 
mittelt werden. 

Die Anderung der Skelettlinie durch die 
Verdrangungsdicke ist gegeben durch 


— 


Ay. eS wil ibe =, ree | S (24) 


Diese Anderung la&t sich beim ungestaffelten 
Gitter gut durch ein Polynom 


Ays siete. sie on ENG 
* a C+ + €, Ge (25) 


annahern, wobeisich die Konstanten C, und C, 
fiir jede Grenzschicht leicht aus einer graphi- id 
schen Auftragung Ay,(x) bestimmen lassen. Damit kann die Anderung der Potentialstrémung 
universell bestimmt werden. Bei unveranderter Parallelstrémung V_/U. laBt sich fiir die 
Naherung der Gleichung (25) die Anderung der Schaufelbelastung nach (22) mit (16) und (18) 


errechnen und als lineare Funktion von C, und C, darstellen. Man erhalt 


/ — lan . t 5 t 

ete nes (]| 
TON ay Sault UU 

Sire) 5) | 


wobei die in Abb. 3 dargestellten Funktionen K,, K, und G nur teilungsabhangig sind. 


0 10 2,0 
Abb. 3. Verlauf der Funktionen K,, K, und G in Gl. (26). 


(26) 


Mit dex im Abschnitt 1 ermittelten Schaufelbelastung, die jetzt als ideale Schaufelbelastung 
(Index id) bezeichnet werden moge, ergibt sich dann mit der Anderung nach (26) die Schaufel- 


1 Siehe H. Schlichting, Grenzschichttheorie, Karlsruhe 1951, S. 426 und 5.430. 0 
2 Beim ungestaffelten Gitter ergibt sich lediglich eine Erhéhung der Geschwindigkeit an der Profil- 
kontur, die numerisch aber bedeutungslos ist, 
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helastung der reibungskorrigierten Potentialstrémung (Index korr) zu 


(Ca) Ror — (Cigale =5 (Cis) kore 
mit (Cifelkors ae (Cao )ea ete Acre ° (27) 
(Cie )horr a (Cup)ia a Acug . | 
Bei den meisten praktischen Aufgaben ist nun die Schaufelbelastung der korrigierten Stromung 
gegeben. Die zugehérige Stromungsrichtung lieBe sich nach (23) sofort hinschreiben, wenn 
man an Stelle der dort verwandten Werte der idealen Strémung lediglich die der korrigierten 
setzt. Dabei ist dann nur noch (V./U.,)korr durch bekannte Werte zu ersetzen. Aus der 
Bedingung, da® bei der Berechnung von Ac,, die Strémungsrichtung V./U, unverandert 
bleibt, folgt aus (22) fiir c.g ¢q und Cy korr 


Ve ale Nereis 1] ates 
ea (cug)ia Stg is + (a2), = ater [(cup)ia + Acug] Stg ~ aie Gale 


Vis aad Be a if if zl 
(ake faite At Acug Ctg (=) : (28) 


Damit folgt dann die Strémungsrichtung der reibungskorrigierten Potentialstrémung mit dem 
nach (18) zu ermittelnden Wert von (V./U.)oia zu 


ipa -, fat Vn 
ctg Bareon So ah ae up korr Stg a ot. Cuter| Wise Ga ts -+- A ctg B 
\ co Ou 
1 ol l V. 
ctg Bokor SS A us korr Stg (=) — Catan ace (a2) F + A ctg Bp ; (29) 
oo] gi 
mit A ctg Bp = — Acup Gtg (5). 


c) Bestimmung der Verluste.a) Nicht abgeléiste Grenzschicht 
Mit der reibungskorrigierten Potentialstrémung ist die verlustlose Strémung ! weit hinter dem 
Gitter bekannt. Durch Vergleich mit den Werten der Stromung mit Reibung soll nun, wie in 
der Arbeit von H. Schlichting und N. Scholz ?, der Gitterverlust ermittelt werden. 

Der durch die Reibung beeinfluBte Bereich der Strémung, die Grenzschicht, ist bis zur 
Profilhinterkante verfolgt worden. Mit dem Impulssatz laBt sich dann aus der langs der Hinter- 
kantenebene veranderlichen Strémung die ausgeglichene Strémung weit hinter dem Gitter 
bestimmen. Dabei soll dann noch die Kontraktion der Potentialstrémung durch die Ver- 
drangungsdicke der Grenzschicht beriicksichtigt werden, die noch eine geringe Strémungs- 
ablenkung in Richtung zur Gitterfront verursacht. Bei der Anwendung des Impulssatzes ist 
die bei dicken Profilen langs der Hinterkantenebene veranderliche Potentialstrémung un- 
bequem. Um diese nicht erst ermitteln zu miissen, wird eine Ersatz-Potentialstrémung ein- 
gefiihrt (Index ers), die in einer Ebene weit hinter dem Gitter (Index 2) mit der reibungs- 
korrigierten Potentialstrémung (Index korr) identisch ist, in der Hinterkantenebene (Index H) 
aber konstante Geschwindigkeitsverteilung aufweist (siehe Abb. 4). Nach dem Impulssatz ist 
fiir die Ersatzstrémung weit hinter dem Gitter und in der Hinterkantenebene die Geschwindig- 
keit nach GréBe und Richtung gleich und damit dann auch der Druck gleich. Es ist dann zu- 
sammen mit der Definition der Ersatzstrémung (Identitat mit der korrigierten Potential- 
strémung weit hinter dem Gitter) 


(Wy)ers 3 (We) ers = (We) korr ? 
(PH )ers = (Po)ers = (P2)korr » (30) 
(Baers a4 (Beers ae (Be) kor 3 | 
Die potentialtheoretische Ersatzstrémung in der Hinterkantenebene entspricht also der 
reibungskorrigierten Potentialstrémung weit hinter dem Gitter. 


Fir die zur Ersatzstrémung gehérige Grenzschicht wird nun im Vergleich zu der zur 
reibungskorrigierten Potentialstrémung gehirigen angenommen, daf sie 


1 . . . . . . . . | 
Bei der im vorigen Abschnitt betrachteten reibungskorrigierten Potentialstroémung ist lediglich die 


Konturanderung durch die Grenzschicht beriicksichtigt word Di 6 ist rei 
fiche Vabutre Looe igt worden. Die Strémung selbst ist reibungslos. 
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1. den gleichen Energieverlust aufweist (da der gesamte Energieverlust der Strémung nur 
in der Grenzschicht auftritt) und 

2. die gleiche Geschwindigkeitsverteilung, also die gleichen Formparameter H = 6*/i 
und H, = 6**/0 besitzt. 

Aus der ersten Bedingung folgt 
dann: 


ALL == 0.0 ers UH ars zers=TNekorp 
— ** 3 ‘ 
SS (0 On korr WH korr (31) P-éers =[lekorp 


und damit zusammen mit der zwei- 


ten Bedingung und (30) Peers=Pekorr 


KK * 
OF ers On ers H ers 
*K mers eanss 8 
OW korr OH korr OW korr 
3 3 
Ret ce korr (WH (32) 
ers korr 7A 
Damit lassen sich dann die Grenz- 
schichtparameter der Ersatzstré- 
“Inung ermitteln. Eine besondere 
'Vereinfachung ergibt sich dabei bei 
der Bestimmung der Impulsverlust- 
dicke der Ersatzstrémung. Bei der 
Berechnung der Impulsverlustdicke 
mach der von FE. Truckenbrodt an- 
| 
gegebenen Quadraturformel !, 
On Abb. 4. Potentialtheoretische Ersatzstr6mung (schematisch); 
—_—_ = — korrigierte Potentialstrémung (Index korr), 
l 1 0,8 ---- Ersatzstrémung (Index ers), 
q 0.037 WK 4 s Hinterkantenebene (Index H): WET PMkorr, BH korr 4ngs der Hinter- 
— > jets a 3,4 [ex Shy kantenebene veranderlich; WH ers» PH ers? bay ers langs der Hinterkante kon- 
oo H ae stant; Ebene 2, weit hinter dem Gitter: korrigierte Potentialstr6mung und 
; U Ersatzstrémung identisch. 
Bg ork (33) ; 


bereitet die Ermittlung der Geschwindigkeit an der Profilhinterkante in der reibungskorrigier- 
ten Potentialstrémung erhebliche Schwierigkeiten. Bei der Bestimmung der Impulsverlust- 
dicke der Ersatzstrémung nach (32) fallt aber diese schwierig zu bestimmende Geschwindigkeit 
heraus, da man in guter Naherung setzen kann (w,/U.)** ~ (wy/U,)°, so da man erhalt: 


1 


- 0,8 
ee 1H) eee Sa | BS i (34) 
l ers Lior We | korr /U~! OO or, . Wes l 
aes 


Damit ist in der Hinterkantenebene eine Ersatzstrémung beschrieben, die sich aus einer Poten- 
‘tialstrémung mit konstanter Geschwindigkeitsverteilung und der zugehérigen Grenzschicht 
-gusammensetzt. Bei der Berechnung von Schaufelgittern aus unendlich diinnen Profilen nach 
H. Schlichting und N. Scholz trat die gleiche Geschwindigkeitsverteilung in der Hinterkanten- 
-ebene auf, und zwar entsprechen sich die in Tabelle 1 gegeniibergestellten GréBen. Die folgen- 


Tabelle 1. Gegeniiberstellung der in der Ersatzstrémung der vorliegenden Arbeit und der in der Arbeit von 
H. Schlichting und N. Scholz in der Hinterkantenebene auftretenden Gréfen. 


Rechnung nach H. Schlichting und N. Scholz Ersatzstrémung vorliegende Arbeit 


> 


Potentialstr6mung Weid> Peid:> Bs id Wipers) Bitlers> Bu ers 
Grenzschicht On On Ox ers OF ers 


1 In der kiirzlich von E. Truckenbrodt, Ing.-Arch. 20 (1952), S. 211, veréffentlichten Grenzschicht- 
arbeit weicheu die Exponenten von denen der in H. Schlichting, Grenzschichttheorie S. 430 angegebenen 
Gleichung (33) geringfiigig ab, wodurch aber die Gesamtergebnisse praktisch nicht beeinfluft werden, 
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den Formeln fiir die aerodynamischen Beiwerte, welche aus dem Vergleich der Strémung 
mit Reibung mit der reibungslosen Strémung folgen, kénnen dann unmittelbar aus der Arbeit 
von H. Schlichtung und N. Scholz ibernommen werden. Bei der Darstellung der Ergebnisse 
werden wie dort die Abkiirzungen verwandt 

CO = I Hterscben + OH ers unten 


2 ) 
tsin Be korr 


(35) 
wo Hers oben 1 OHersunten , 
t sinB, kor 

Da @ und A* sehr Klein gegen 1 sind, ist es bei den bisherigen Vernachlassigungen wenig sinn- 
voll, noch Glieder héherer Ordnung von @ und A* zu beriicksichtigen. Entwickelt man die 
Ergebnisse von Schlichting und Scholz [in (36) bis (38) in { | angegeben] nach Potenzen von 0 
und A* 1, dann erhalt man unter Vernachlassigung der Glieder héherer Ordnung fir die aero- 
dynamischen Beiwerte des Gitters folgende Ergebnisse: 


1. Richtungsanderung gegeniiber der korrigierten Potentialstrémung [Schlichting und 
Scholz (40)}: 


Cle ieee be Orgs ~~ i 36 
ets Bo hore a = dye) ee ae 
2. Druckverlust [ebenda (41) |: 
A OPA eA ee ar ie 
Ae = Gre A*)? = (% cal 1) sin" Paton w 2 (A* cos? Bo torr or. O sin Bo kore) (37) 
2 korr 
‘. Ae Ag 2 
3. Gitterverlustbeiwert, definiert als Cy = eS === Ig [ebenda (43) |: 
Bi ae . wi ia 
5 As 1 2 A* — A*? he é ; 
Ss ae hae 1 | (1 — A*y? 2.(% = 1) sin? Boi, —(y* —= 1) cos pares 
q2 korr ( ae: se ais sts 7 
V2 korr 2korr 
wZ2@. (38) 2 


B) Abgeloste Grenzschicht. Fir die Bestimmung der Strémung hinter dem 
Ablésungspunkt der Grenzschicht liegen noch keine Rechenverfahren vor, dain diesem Bereich 
das physikalische Verhalten der Grenzschicht noch weitgehend ungeklart ist. Wahrend beim 
Einzelfligel die Strémung mit Ablésung wenig interessiert, da dieser Zustand méglichst ver-— 
mieden wird, wird er beim Gitter praktisch gebraucht, da, wie sich noch zeigen wird, die giin- 
stigsten Anordnungen hier bei teilweise abgeléster Grenzschicht vorliegen. Es ist deshalb 


' Man kann dabei in erster Naherung setzen 
1 
(1 — A*)2 


2 Fihrt man den Grenziibergang t/l > co durch, dann erhalt man hieraus leicht den Widerstands-_ 


eA 


beiwert des Einzelprofiles c,, = w/e U2 1. Dieser hangt mit dem Verlustbeiwert nach Schlichting 
und Scholz Gl. (50) zusammen durch 


es 
Oy, == Gir a sin? B ., : 


Mit (38) und (34) erhalt man dann beim Grenziibergang t/l—> oo und B. = = den Widerstandsbei- | 


| 
| 


1 0,8 
DENS a8 | 
| (5%) d=+el, 


wert einer Profilseite zu 


wobei die Konstante 


(Cos i ee 5/4 (AU! [\1/4 WKy 4,25 | 
“ 0,0160\ 1 | Ga | 


oo 


den laminaren Anlauf der Grenzschicht bis zur Umschlagstelle x, erfaBt (0%, Impulsverlustdicke 
und wx, Geschwindigkeit an der Umschlagstelle). Fiir die Gitterrechnungen war wegen der Turbu- 
lenz der Zustrémung x, = 0 gesetzt worden, 
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erforderlich, die Verluste bei abgeléster Strémung abzuschitzen. Zu diesem Zweck werden zu- 
-nichst die durch die Ablésung auf das Profil ausgeiihten Krafte abgeschatzt. Dafiir wird an- 
genommen, daf sich die Umstrémung des Profilvorderteiles bei maSiger Ablésung nicht Andert, 
eine Annahme, die berechtigt erscheint, da selbst beim Kreiszylinder mit sehr groBem Ablése- 
-gebiet der Unterschied zwischen der potentialtheoretischen und der gemessenen Druckver- 
teilung im Vorderteil gering ist. Weiter wird fiir den Bereich abgelister Strémung, in Uberein- 
stimmung mit Messungen, angenommen, daf dort konstanter Druck herrscht, der mit dem aus 
der Potentialstrémung am Abliésungspunkt errechneten iibereinstimmt. Mit dieser Druck- 
anderung auf der Profilseite, an der die Grenzschichtablésung auftritt, ist auch eine Druck- 
anderung auf der gegeniiberliegenden Profilseite verbunden, da an der Hinterkante auf beiden 
Seiten der gleiche Druck herrschen mu8, wenn keine Umstrémung stattfinden soll. Fiir die 
der Ablésung gegeniiber- 
liegende Seite wird in gro- 
| ber Naherung der in Ab- 7 
pbild. 5 dargestellte Druck- F.=f(2) 
| geste Jo l 
-verlauf angenommen. Die- 
ser soll linear vom Ablise- 
-druck an der Profilhinter- 
-kante zu dem Druck der 
Potentialstrémung an der 
dem Ablésungspunkt 
gegeniberliegenden Stelle 
-verlaufen. 
Der zusatzliche Wider- 
stand durch die Ablésung 
der Grenzschicht ist dann 
durch die Differenz zwi- 
schen der angenommenen Tigkoy E-F(f) 
) Druckverteilung bei ab- 
geléster Stro6mung und der 
der  reibungskorrigierten 
Potentialstrémung = gege- A 
ben. Nimmt man zur Ver- 
einfachung der Rechnung Skelettlinie 
noch an, da? Kontur und . : 
Druckverteilung der rei- 
bungskorrigierten Poten- 
tialstrémung im Ablise- Resultierentde in Richtung 


bereich linear verlaufen, der Skelenline 


i i 5 i Abb. 5. Druckverteilung bei Ablésung der Grenzschicht. Der Rechnung zugrunde gelegter 
dann sind die zusatzlichen Verlauf; Potentialstrémung, ---- reibungskorrigierte Potentialstromung, 
Weratte auf Ober- und Un- = = — «=-.-.- abgeléste Strémung. 


terseite gleich, wie Abb.5 

zeigt; die durch die Grenzschichtablésung hervorgerufene resultierende Zusatzkraft verlauft 
‘dann in Richtung der Tangente an die Skelettlinie. Der zusatzliche Widerstand ist dann 
nach Abb. 5 


as 
Jo 


S 


Hinterkanre 


| 
RN 


Dickenverteilung 


ee ie VdA (pa = Pa) = = VdA (wy = wi) ? 


wobei noch die Driicke durch die Geschwindigkeiten ersetzt sind. Diese Kraft soll noch durch 
eine aequivalente Impulsverlustdicke ausgedriickt werden, um den Ablésungswiderstand in 
das vorliegende Rechenschema einordnen zu kénnen. Da der zusatzliche Widerstand durch die 
Grenzschichtablésung in Richtung der Skelettlinie verlauft, die ungefahr der Richtung von 
w, entspricht, kann man mit der Genauigkeit der iibrigen Annahmen diese Kraft durch die 
Impulsverlustdicke #, ausdriicken als 
W4a= 0 OA Wkorr ’ 
und man erhalt die zusatzliche Impulsverlustdicke, die durch die Ablésung hervorgerufen wird, 


abgeschatzt zu 
OA te aA W 4 2 C2: ae 2 (39) 
ee 2 \\awerKorr w2 korr } | 
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Damit erhalt dann die Abkiirzung @ nach (35) im Falle abgeliéster Grenzschicht die Form 


a) ee OD rrers oben —+ O Hers unten + O4 ; (40) 


tsin Bs korr 


Fir die Abkiirzung 1* muB nun noch die Summe der Verdrangungsdicken bei abgeléster 
Strémung bestimmt werden. Hierfiir wird angenommen, daf die in (25) aufgestellte Naherung 
fiir den Verlauf der Verdrangungsdicken auch noch im abgelisten Gebiet giltig ist, so dal 
diese Beziehung zur Extralopation verwandt werden kann *. Durch Hinzufiigen von 2 (O%/l unten 
auf beiden Seiten erhalt man dann aus (24) und (25) die Summe der Verdrangungsdicken an 


der Hinterkante zu 
o* ales O* 
ete iy ae = =) yl 2 |. 
1 oben : l unten A l unten 


Mit (32) erhalt man dann den zugehérigen Wert der Ersatzstrémung, so daf} die Abkiirzung 
A* bei abgeléster Grenzschicht die Form erhalt 


oe ee | ee i 
Mit (40) und (41) ist dann der HKinfluB der Grenzschichtablésung abgeschatzt. 

Zur Uberpriifung dieser Abschaétzung sind die Widerstandsheiwerte der symmetrischen 
Einzelprofile NACA 0010, 0015 und 0020 mit diesen Beziehungen gerechnet und mit den 
Messungen des NACA Reports 460 verglichen worden. Die Ubereinstimmung der Polaren und 
des Auftriebsanstieges ist gut, sodaB die Abschatzung auch im Gitter brauchbare Ergebnisse 
liefern diirfte. 

Im Hinblick darauf, daB im Gitter die Bestpunkte im Bereich geringer Grenzschichtab- 
lésung liegen, ist es dringend erforderlich, das Verhalten der abgelésten Grenzschicht genauer 
zu untersuchen, so da man an Stelle dieser groben Abschatzung physikalisch besser fundierte 
Beziehungen setzen kann. 

d) Umrechnung auf andere Reynoldszahlen. Zur allgemeinen Ver- 
wendung miissen die fiir eine Reynoldszahl Re = U,l/y errechneten Ergebnisse auch auf 
andere Reynoldszahlen umgerechnet werden kénnen. 

Die von der Reynoldszahl abhangigen Beiwerte (36) bis (38) Gitterverlust, Druckverlust 
gegeniiber der Potentialstromung und Anderung der Schaufelbelastung sind simtlich propor- 
tional # und 6*. Daim Bereich der bei Strémungsmaschinen gebrauchlichen Reynoldszahlen 
von etwa Re = 10° bis 10? der Verlauf des Formparameters H = 6*/# langs der Schaufelkontur 
praktisch unabhangig von der Reynoldszahl ist, kénnen alle Re-Zahl abhangigen Werte auch 
als zu # allein proportional angesehen werden. Im Falle nicht abgeléster Grenzschicht ist nach 


(33) 0 umgekehrt proportional zu |/Re, so daf man fiir die Umrechnung von dem bekannten 
Ausgangszustand (Index a) auf den der vorliegenden Re-Zahl (Index b) die Beziehung erhalt 


Oy /Rea . 
Ba ~ Rep i 


Damit ist dann aber auch fiir alle Re-Zahl abhangigen GrofBen die gleiche Umrechnung gegeben 
und man erhalt 


Cy» Apy, _ Acus ie (42) 


Gin om Apra Actua Ba Rep : 


Liegt Ablésung vor, dann andert sich auch der Ablésungspunkt, der sich mit wachsender Re- 
Zahl nach hinten verschiebt, so daB der Ablésungswiderstand absinkt. Im Bereich geringer Ab- 


lésung ist es zulassig, diese Anderung ebenfalls umgekehrt proportional VRe zu betrachten, so 
dafS auch im Bereich geringer Ablisung (42) giltig bleibt. 

e) Rechnungsgang. In einer kurzen Ubersicht soll abschlieBend der Gang der 
Rechnung bei einem ungestaffelten Schaufelgitter gezeigt werden. Dabei sei vorgegeben: 

1, Schaufelprofil durch Wélbungsverteilung y,(x) und Dickenverteilung yq(x) , 


"Eine verbleibende Unsicherheit von A* ist in den Endergebnissen von untergeordneter Bedeutung 
Die Anderung des Abstrémwinkels B, in (36) wird wenig beeinfluBt, da A* <1 ist. Der Druckverlust (37) 
wird durch diese Unsicherheit nicht beeinfluBt, da bei den vorliegenden Fallen des ungestaffelten Gitters 
cos B, << sinf, ist. Im Energieverlust (38) tritt 4* nicht auf. 
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2. Gitteranordnung, beim ungestaffelten Gitter durch die Teilung t/l beschrieben, 


3. Festlegung der Zu- und Abstrémrichtung durch die zusitzliche Schaufelbelastung durch 
StoB ¢ 
u B korr* 


Dann ergibt sich der Rechnungsgang folgendermafen: 


Rechenschritt Ergebnis Gl. Nr. 
ee 
1 Schaufelbelastung stoBfreiin der Potentialstrémung Culid (22) (16) (12a) 
2 Uberlagerte Parallelstrémung, stoBfrei (Hagia ona (18) 
3 Geschwindigkeitsverteilung wK/U. (17) 
4 Mittlere induzierte Geschwindigkeit uqG (9) (12a) 
5 | Grenzschichtrechnung , o* (33) 
6 Korrektur durch Verdrangungswirkung. Aus 6*/l wird Gra Gs (25) 
Ays bestimmt, und durch (25) graphisch angenihert. 
Daraus dann die Koeffizienten C, und C, 
7 | Anderung der Schaufelbelastung Acug, Acug (26) 
8 | Wirkliche Schaufelbelastung | Cukorr (27) 
9 Strémungsrichtung in korrigierter Potentialstroémung (etg By, 5) (29) 
10 Impulsverlustdicke der Ersatzstrémung und der abge- | OH ers, D4 (34), (39) 
Jésten Strémung | 
11 Substitutionen @, A* (40), (41) 
12 Gitterverlust, Druckverlust, Richtungsanderung Cy, Apr, x (36), (37), (38) 


4, Systematische Rechnungen an ungestaffelten Gittern’. a) Rechenprogramm. 
Um beim ungestaffelten Gitter (Schaufelwinkel 6, = 90°) einen Einblick in den Einfluf} der 
geometrischen Parameter Dicke, Wélbung und Teilung zu erhalten, wurden die in Abb.6 zu- 


Wolbung © 0 004 008 Ore 


NACA NACA NACA NACA 0018 


SSE 
FS IeIE 


BRE 


Abb. 6. Gerechnete Gitteranordnungen; Re = U.ljy = 10%; Anstrémrichtung veriindert bis Grenzschicht 
in den hinteren 20% der Profiltiefe abgelést. 


Diekenverreilung 


sam nengestellten Anordnungen gerechnet. Die Profile sind dabei aufgebaut aus einer para- 
bolischen Skelettlinie mit einer Wélbungsriicklage von 50% und der Dickenverteilung des 


& Einige Teilergebnisse der nachstehenden Beispielrechnungen wurden bereits mitgeteilt in einem zu- 
sammenfassenden Bericht von H. Schlichting, Z.f. Flugwissensch. 1 (1953), S. 109 und Journ. Aeron. 
Sciences 21 (1954) S. 163. 
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NACA-Tropfens mit einer Dickenriicklage von 30%. Die Zustrémung wurde in allen Fallen 
soweit gedndert, bis die Grenzschicht in den hinteren 20% der Profiltiefe abléste. Die Rech- 


nung hatte im Einzelnen folgende Ergebnisse: 
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Abb. 7. EinfluB der Teilung auf die Geschwindigkeitsverteilung eines symmetrischen Profiles NACA 0015 im Gitter. 


b) Geschwindig- 
keiteverted lias 
a) Symmetrische 
Profile: Die Verainde- 
rung der Geschwindigkeits- 
verteilung mit der Gitter- 
teilung t/lZist in Abb. 7 
fir das symmetrische Pro- 
fil NACA 0015 dargestellt. 
Die bekannte Geschwin- 
digkeitsverteilung des Ein- 
zelprofiles wird durch Ver- 
engung der Teilung bei 
c, = 0 wie bei einer Profil- 
verdickung verandert, d.h. 


dasGeschwindigkeitsmaxi- _ 
mum steigt leicht an. Bei 


belasteten Profilen c, + 0, 
wird die an der Profilnase 
auftretende Saugspitze mit 
Verengung der Teilung 
stark vergréBert, wahrend 
gleichzeitig die Belastung 
des hinteren Profilteiles 
abgebaut wird. 

Die Verdnderung der 
Geschwindigkeitsvertei- 
lung mit der Dicke ist in 
Abb. 8 fiir das symmetri- 
sche Profil bei der Teilung 
t/l = 0,75 dargestellt. Bei 
unbelasteterSchaufelsteigt 
das Geschwindigkeitsmaxi- 
mum bei etwa x/l = 0,2 
leicht an. Die bei belasteter 
Schaufel an der Profilnase 
auftretende Saugspitze 
wird mit zunehmender 
Dicke anfangs abgebaut, 
bis nachher bei groBen 
Dicken die Saugspitze etwa 
konstant bleibt. [Anteil u, 
in (17) wachst dann etwa 
so stark, wie —“° te Gi 
mit der Dicke abnimmt]. 

B) Gewdlbte Pro- 


file: Der Einflu& der 


Wolbung auf die Geschwin- 


digkeitsverteilung ist in — 


Abb. 9 fiir das 15% dicke 
Profil bei der Teilung t/l 
= 0,75 dargestellt. Die 
Schaufelbelastung beistoB- 
freiem Eintritt steigt linear 
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mit der Wélbung an. Das Geschwindigkeitsmaximum auf der Saugseite verlagert sich fiir 
diesen Fall mit steigender Woélbung leicht nach hinten. Die Geschwindigkeitsverteilung bei 


Anstrémung mit StoB erhalt 
man dann durch zusatzliche 
Uberlagerung der Geschwin- 
digkeitsverteilung des sym- 
metrischen unendlich diinnen 


Profiles (s. Abb. 8). 


Der Einflu®B der Gitter- 
teilung ist in Abb. 10 an einem 
Profil mit 8% Wolbung zu 
ersehen. Die Schaufelbela- 
stung bei stoBfreiem Eintritt 
nimmt mit Verringerung der 
Teilung recht erheblich ab, so 
daB zur Aufrechterhaltung der 
gleichenSchaufelbelastungein 
starkerer Sto® als bei weiterer 
Teilung iiberlagert werden 
mu. Dadurch wichst dann 
die Saugspitze bei einem ge- 
wolbten Profil mit Verringe- 
rung der Teilung wesentlich 
starker als bei einem sym- 
metrischen Profil an. 
oy Gitteryverl u's t - 
beiwerte. Die Gitterver- 
_lustbeiwerte sind in Abb. 11 

fiir symmetrische Profile bei 
_verschiedener Dicke und in 
Abb. 12 fiir gewolbte Profile 
der Dicke d/l = 0,15 bei ver- 
schiedener Wolbung aufge- 
_tragen. Im Hinblick auf den 
spateren Vergleich der Gitter 
untereinander ist als unab- 
_hangige Verinderliche die 
Gitterumlenkung gewahlt 
worden, die definiert ist als 
Differenz der Umfangskompo- 
nenten von Zu- und Abstrém- 
richtung Aw, = w,, —W,, mit 
der Durchsatzgeschwindigkeit 
U,, dimensionslos gemacht, 
somit Aw,/U,. Die Gitter- 
-umlenkung ist also ein Mali 
_ fiir die Wirkung eines Schaufel- 
gitters. Der Zusammenhang 


mit der Zirkulation und der 
' Schaufelbelastung ist dann 
nach (29) und (21) gegeben 
durch 
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EinfluB der Profildicke auf die Geschwindigkeitsverteilung eines symmetrischen Profiles bei der Teilung #/l= 0,75. Dickenverteilung des NACA-Tropfens. 


Abb. 8. 
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metrischen Profile (Abb. 11) sind zur Gitterumlenkung Null symmetrisch. Bei weiter Tei- 
lung ist der Absolutwert des Verlustes gering, steigt aber schon bei verhaltnismaBig geringer 
Gitterumlenkung stark an. 
Bei enger Teilung liegt der 
Punkt starken Druckanstieges 
bei wesentlich gréRerer Gitter- 
umlenkung, das Gitter ruft. 
also eine viel starkere Wirkung | 
hervor, dafiir sind aber wegen | 
der héheren Schaufelzahl die 
Verluste auch bei geringer 
Gitterumlenkung gréBer. Mit 
wachsender Profildicke wer- 
den die Kurven samtlich in 
Richtung héherer Verlustbei- 
werte verlagert. 

Bei gewélbten  Profilen 
(Abb. 12) verschwindet die 
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> % l dann mit wachsender Gitter- | 
AS) =e oe . 
In VkSa = umlenkung an, ahnlich dem_ 
3 E Verlauf bei symmetrischen 
B Profilen. Dabei werden bis_ 
3 zu dem starken Anstieg der 
3 Verluste Gitterumlenkungen | 
S12 = z erreicht, die fast die Summe 
aS 3 der Werte der symmetrischen | 
= S Profile und der gewélbten 
- Profile bei stoBfreiem Eintritt 
2 betragen. Der Maximalweri 
Leal . . 
E der Gitterumlenkung steigt 
% wie beim symmetrischen Pro- 
> A . . . 
S A fil mit Verengung der Teilung 
ae. 2 an, wobei wieder gleichzeitig 
-— a c die Verluste anwachsen. Tritt 
peees 5 bei Anstrémung mit Riicken- 
12 INS 2 stoB an der Nase der Profil-) 
2% "ep unterseite eine starke Druck-, 
us) * + DH 
Z fe spitze auf, dann lést dort die 
2 5 ae a A Grenzschicht ab. Die Verlust- 
rig S 2 kurve laBt sich dann nicht 
. . / 
2 weiter rechnerisch verfolgen, 
r da eine derartige starke Ab-| 
2p lésung mit der geschilderten 
| 3 Abschatzung des Ablésungs-| 
7 z widerstandes nicht mehr erfaBt 
Lal . | 
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al 3 auf jeden Fall ein starker An- 
7m 6 | 
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ik 2 quantitative Verlauf ist in die- 
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Abb. 10. EinfluB der Teilung auf die Geschwindigkeitsverteilung eines gewdlbten Profiles (f/l = 0,08) im Gitter. 
Dickenverteilung: NACA-Tropfen, d/l = 0.15. * Schaufelbelastung bei stoBfreiem Eintritt. 


Definition der Gitterumlenkung (43) ist mit der Angabe von Zu- o der Abstrémwinkel als Funk- 
tion der Gitterumlenkung die Strémung vor und hinter dem Gitter eindeutig beschrieben. Fiir 
die symmetrischen Profile ist die Abstrémrichtung nur wenig von f, = 90° verschieden, wie 
Abb. 13 zeigt. Mit zunehmender Gitterumlenkung (steigender Zirkulation) und VergréBerung 
der Teilung weicht der Abstrémwinkel in Richtung einer VergréBerung des Winkels ab. Mit 
zunehmender Profildicke werden die Abstrémwinkel in gleicher Weise verandert. Zum Ver- 
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Abb. 11. Verlustbeiwerte der symmetrischen Profile im Gitter. 
Re = Uco l/vy = 10°. () Beginn der Grenzschichtablésung. 
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i ind i -13 auch die Abstrémwinkel in der reibungslosen Strémung eingetragen. 
ae ae Teilung sind die Abweichungen von der tatsichlichen reibungsbehafteten 
Strémung recht erheblich. . 2 | 

In Abb. 14 sind die Abstrémwinkel fir gewélbte Profile von 15% Dicke aufgetragen. it 
steigender Profilwélbung wird der Abstrémwinkel verringert, und zwar um So arte Je a 
die Teilung ist (Annaherung an die schaufelkongruente Strémung). Die geringe Zunahme ie 
Abstromwinkels mit der Schaufelbelastung entspricht dem Verlauf bei den symmetrischen | 


Profilen. 
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Abb. 12. Verlustbeiwerte gewélbter Profile im Gitter. 
djl = 0,15, Re = Ucol/y = 10%. @ Beginn der Grenzschichtablésung auf der Oberseite, 
© Beginn der Grenaschichtablésung auf der Unterseite. 


Da der Verlauf des Abstrémwinkels iiber der Gitterumlenkung bei allen Teilungen und— 
Wolbungen in grober Naherung ahnlich ist, miissen sich auch die Verlaufe der Zustrémwinkel — 
entsprechen [siehe (43)], die der Vollstandigkeit halber fir die gewélbten Profile mit ein- | 
gezeichnet wurden. Der Anstieg der Zustrémwinkel iiber der Gitterumlenkung ist praktisch 
bei allen Anordnungen gleich, die Absolutwerte unterscheiden sich lediglich um eine additive 
Konstante, die man aus der Bedingung entnehmen kann, daB bei wirkungslosem Gitter, 
Aw,/U, = 90, Zu- und Abstrémrichtung zusammenfallen. 


e) Ergebnisse in angelsichsischer Darstellung. Um den Anschluf8 
an die in der angelsichsischen Literatur gebrauchliche Darstellung zu erhalten, mogen die 
wichtigsten Ergebnisse unserer Untersuchungen noch in der dort gebrauchlichen Form dar- 
gestellt werden. Dabei werden die folgenden GréBen benutzt, deren Zusammenhang mit den 
von uns verwandten Gréen aus Abb. 15 abzulesen ist: 
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1. Der Zustrémwinkel (angle of incidence) 


a, = py — Bs 
ist definiert als der Winkel zwischen der Zustrémrichtung und der Profilsehne. 
2. Der Umlenkungswinkel (deflection) 


AB = B, — By =o + O% 


ist der Winkel zwischen der Zu- und Abstrémrichtung. 
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Abb. 13. Abstrémwinkel bei Gittern aus symmetrischen Profilen. Re = U, l/y = 10°. 
Abstrémwinkel in der Strémung'mit Reibung, - - - Abstrémwinkel in der Potentialstrémung. 


3. Die Winkelibertreibung (deviation) 


0 =P, ea Bu = Bz — (Bs — on) 
ist der Winkel zwischen der Abstrémrichtung und der Endtangente an die Skelettlinie. 
4. Der Verlustbeiwert (loss of total head) 
4g _ _ 4¢ 


§1 — Po 


Cy = 


ist der Gesamtdruckverlust mit dem Staudruck der Abstrémgeschwindigkeit dimensionslos 
gemacht [vgl. (38)]. 
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. Zu- und Abstrémwinkel von Gittern aus gewolbten Profilen der Dicke d/l = 0,15, Re = 
Zustrémwinkel £, ; 


Uics tiv — sh 08. 
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AB Umlenkungswinkel (deviation) 


B, 
On 


Strémung: 

Zustromrichtung gegen Profilsehne (incidence) 
Zustrémrichtung gegen Gitterfront 
Abstrémrichtung gegen Profilsehne 
Abstrémrichtung gegen Gitterfront 
Winkeliibertreibung (deflection) 


Geometrie: 

Schaufelwinkel 

Richtung der Endtangente an die Skelettlinie 
gegen die Sehne 


Bay Richtung der Endtangente an die Skelettlinie 


gegen die Gitterfront 


fil 0 0,08 0,12 
“HW 0° 9,1° 17,8° | 25,6° 
Bs — Oey 90° | 80,9° | 72,2° | 64,4° 


Abb. 15. Erléuterungsskizze zu den angelsachsischen Bezeichnungen, 
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Die Ergebnisse in angelsachsischer Darstellung sind in Abb. 16 fiir die symmetrischen und 
in Abb. 17 fiir die gewélbten Profile zusammengefaBbt. In den oberen Diagrammen sind der 


Umlenkwinkel 4f und die Winkeliibertreibung 6 in Abhangigkeit vom Zustrémwinkel o, dar- 
gestellt, und in den unteren Diagrammen der Verlustbeiwert in Abhangigkeit von a,. 
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Die Kurvenverlaufe in angelsachsicher Darstellung unterscheiden sich nur geringfiigig von 
denen unserer Darstellung in Abb. 11 bis 14, die eingehend diskutiert wurden. Heryorzuheben 
ist lediglich die Darstellung des Abstrémwinkels £8, mittels der Winkeliibertreibung 6, in der 
Form B, = 6 + (8, — aq), wobei die rein geometrische Grobe Bs-~ Xp aus der Tabelle zu Abb. 15 
entnommen werden kann. Die Winkeliibertreibung 6 gibt unmittelbar die Abweichung der 
Strémungsrichtung von derjenigen der sog. Stromfadentheorie, welche 6 =( annimmt. Da 
die Stromfadentheorie sehr diinne Profile und sehr enge Teilung voraussetzt, ist es klar, daB 
die Winkeliibertreibung 6 mit wachsen- 
der Dicke und wachsender Teilung an- iat 
wachst; sie erreicht maximal Werte 
von 6 bis 8°. hae 

f) Ginstigste Gitteran- | : 
ordnungen. Die Aufgabe eines He 
Schaufelgitters, eine vorgegebene Um- 
lenkung der Strémung bei gegebener 
Zustrémrichtung hervorzurufen, kann 
durch sehr viele Gitteranordnungen 
(Teilung, Staffelung und Profilformen) 
erfullt werden. Es soll nun das Ziel 0 
der folgenden Uberlegungen sein, hier- 
fur die giinstigste Anordnung, die die 
geringsten Verluste verursacht, zu fin- 

‘den. Dabei soll vorerst von Neben- 
bedingungen im Hinblick auf Kavi- 1 oot 
tation, VerdichtungsstéBe, Festigkeit 2° 
u. 4.m. abgesehen werden, wobei eine 
Erfiillung dieser Nebenbedingungen 
aber keine grundsitzliche Anderung 
der folgenden Ergebnisse bedingt. 

Beschrankt man sich auf das un- 
gestaffelte Gitter, dann ist beigleichem 
Profil die Abstrémrichtung im wesent- 
lichen gleich, man kann die Wirkung 
des Gitters also gut durch eine GréBe, 
die Gitterumlenkung, beschreiben.Man 
erhalt bei vorgegebener Gitterumlen- 
kung die giinstigsten Verluste durch 
die Enveloppe der Verlustkurven bei 
verschiedener Teilung (Abb. 11 und 12), 
die mit Optimum bezeichnet ist. Es ist 
zu beachten, da die Optimalwerte er- 0 OF 08 12 16 20 
reicht werden, wenn die Grenzschicht Abb. 18. Geringste Verluste (a) und 2ugehérige Teilung (b) bei einer vor- 
fchon leicht sbgeldnt ist, Dieses, vom fem charnimimeg ujOae = afToie™ © a ith 
Einzelprofil abweichende Verhalten 
ist damit zu erklaren, daB beim Gitterverlust neben dem Widerstand des einzelnen Profiles 
auch noch die Profilzahl (Teilung) maBgeblich ist. Es wird der geringste Verlust erreicht, wenn 
der Minimalwiderstand des einzelnen Profiles schon iiberschritten, dafiir aber noch die Schaufel- 
zahl gering ist. Die Kurven optimaler Vezluste sind zusammen mit den zugehorigen Teilungen 
in Abb. 18 fir alle gerechneten Profile zusammengestellt. 

Durch Vergleich der Optimalkurven der Verluste symmetrischer Profile bei verschiedenen 
Dicken erhalt man eine Aussage tiber die ginstigste Profildicke. Aus den gerechneten Bei- 
spielen laBt sich diese nicht direkt ablesen. Die Tatsache einer optimalen Dicke ist aber sinn- 
fallig, denn der Verlust eines Gitters aus ebenen Platten (Dicke 0) titbersteigt bei weitem die der 
gerechneten Anordnungen. Die Bestimmung der optimalen Dicke laBt sich titber das Einzel- 
profil durchfihren. Bei weiter Teilung weicht die Geschwindigkeitsverteilung des Profiles im 
Gitter und damit auch der Widerstandsbeiwert nicht mehr von dem des Einzelprofiles ab. 
Man erhalt dann fiir Verlustbeiwert und Gitterumlenkung 
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woraus sich der Anstieg des Verlustheiwertes tiber der Gitterumlenkung bei groBen Teilungen 
fir Kleine Aw,/U, ergibt zu 
cy ey ee 
His Wg aa a 
Der Anstieg ist also der Gleitzahl ¢ des Einzelprofiles proportional. In Abb. 19 sind fiir das 
symmetrische Einzelprofil die gerechneten Gleitzahlen zusammen mit den MeSwerten des 


(ea 7 NACA Rep. 460 tber der Dicke aufgetragen. 
Sru/min Emin Danach liegt die optimale Dicke bei etwa 
d/l =0,1. Damit ist im Bereich weiter Tei- 
xe lung die giinstigste Dicke ermittelt. Da 
sich auch im Bereich enger Teilungen die 
Kurven optimaler Verluste (Abb. 18) nicht 
tiberschneiden, kann man diese Aussage 
auch auf alle Teilungen tbertragen. 
x Entsprechend la8t sich auch bei ge- 
wolbten Profilen fiir eine gegebene Gitter- 
umlenkung eine ginstigste Wéolbung be- 
stimmen, wie man aus Abb. 18 ablesen 
kann. Dies ist an dem Verlauf der Optimal- 
a kurve von f/l = 0,12 deutlich zu ersehen, 
a f= ea Oe a ORO 1h ae die bei geringen Gitterumlenkungen héhere 
Abb: 19. (anfe,,\mgy ale Paukuioieder Vretldicke heim Verlustbeiwerte als geringer gewolbte Pro- 
file aufweist. Dieses Verhalten liegt daran, 
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Abb, 20. pet ce rae Eclisvercuung des symmetrischen Profiles NACA 0020 im Gitter. Vergleich von Messung und Rechnun 
echnung: Oberseite; — — — Unterseite; Messung: © Oberseite; @ Unterseite. : ? 
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dafi die Grenzschicht stark gewélbter Profile bei weiten Teilungen an der Profilunterseite 
(Hohlseite) ablést. Dieses Ablésen beginnt bei um so engeren Teilungen, je starker die Profile 
gewolbt sind. Damit ergibt sich dann bei gewolbten Profilen eine gunstigste Wélbung, die von 
der Gitterumlenkung abhangig ist. Der Verlauf der Verluste bei ginstigster Wolbung ist in 


Abb. 18 angedeutet. Es zeigt sich dabei, daB das Minimum der Verluste iiber der Wolbung 
auBerordentlich flach verlauft. 


g) Vergleich der Rechnungen mit Messungen. Die Rechenergebnisse 
kénnen fiir ein Gitter aus symmetrischen NACA-Profilen der Dicke d/l = 0,1 und d/l = 0,2 
mit noch unveréffentlichten Messungen von N. Scholz verglichen werden. Bei den Messungen. 
wurde die Grenzschicht durch einen Stérdraht iiber die ganze Lauflange turbulent gemacht, 
der auf beiden Seiten des Profiles im Abstand x/l = 0,07 angebracht war. Damit ist die in der 
Rechnung vorausgesetzte voll turbulente Grenzschicht nahezu verwirklicht. Die theo- 
retischen Ergebnisse wurden dann nach (44) auf die Reynoldszahl der Messung umgerechnet. 


by by 
0,16 T T 008 T T Th 
NACA 0020 NACA 0010 | ' 
a4 = | t / 
Q123— 
Vi 
Le 
—< $=05 i, 
0.08 
ug 
075 PAL AG 
POON ae i 
O04 — | | 
10 | 
~ctgB, | ~clg 
0 G2 G4 06 G8 no O G2 Ge G6 G8 po 
Mees a l l 7 Bs 
IO 100 710 720 730 I0 700 110 120 730 
Abb. 21. Verlustbeiwerte des Gitters aus symmetrischen Profilen. Re = U. l/y = 5-105. Vergleich Rechnung und Messung. 
Rechnung: ; Rechnung mit Grenzschichtrechnung nach E. Truckenbrodt!: — .— 
se creat 0,5 0,75 1,0. 
essung nac c OB re ==aQ eas = A =i4 = 


In Abb. 20 sind fiir ein ungestaffeltes Gitter aus Profilen NACA 0020 die gemessenen Ge- 
schwindigkeitsverteilungen zusammen mit denen der Rechnung aufgetragen. Die Uberein- 
stimmung ist gut, lediglich im Falle yon Grenzschichtablésungen treten Abweichungen auf. 

Die Verlustheiwerte nach Messung und Rechnung sind fiir Gitter aus Profilen NACA 0010 
und NACA 0020 in Abb. 21 verglichen. Die Ubereinstimmung ist gut, lediglich der starke Ver- 
lustanstieg setzt bei der Rechnung bei héheren Gitterumlenkungen als in der Messung ein. 
Diese Abweichung ist aber auf das Naherungsverfahren fiir die Grenzschicht nach E. Grusch- 
witz zurickzufiibren, denn nach dem neueren Rechenverfahren fir die Grenzschicht nach 
E. Truckenbrodt! ergeben sich Verlustbeiwerte, die denen der Messung wesentlich besser ent- 
sprechen, wie ebenfalls aus Abb. 21 zu ersehen ist. 


5. Zusammenfassung. Zur Berechnung der Gitterverluste eines ebenen ungestaffelten 
Schaufelgitters aus vorgegebenen Profilen ist ein Rechenverfahren im Anschluf an eine Arbeit 
von H. Schlichting und N. Scholz entwickelt worden. Als erster Schritt wird dabei mit Hilfe 
der Singularitatenmethode die Geschwindigkeitsverteilung an der Profilkontur sowie Zu- und 
Abstrémrichtung in reibungsloser Strémung ermittelt. Mit den Ergebnissen der folgenden 
Grenzschichtrechnung werden die Gitterverluste sowie die Anderung von Zu- und Abstrém- 
richtung durch die Reibung berechnet. 

Um einen Einblick in die Abhangigkeit der Strémungsparameter von den wesentlichsten 
geometrischen Parametern Profildicke und -wélbung sowie Gitterteilung zu erhalten (der 
Schaufelwinkel ist beim ungestaffelten Gitter unverandert fh, = 90°), sind die in Abb, 6 dar- 


1 Siehe FuBnote 1 von S. 305, 
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gestellten Gitteranordnungen systematisch gerechnet worden. Aus den Ergebnissen sind die- 
jenigen Anordnungen ermittelt worden, die bei einer vorgegebenen Strémungsumlenkung durch 
das Gitter die geringsten Verluste verursachen. Beschreibt man die vorgegebene Strémun gs- 
umlenkung durch die Gitterumlenkung (Anderung der Umfangskomponente der Abstrém- 
richtung gegeniiber der der Zustrémrichtung, mit der Durchsatzgeschwindigkeit dimensionslos 
gemacht), dann ergibt sich bei jedem Profil fiir eine gegebene Gitterumlenkung eine giinstigste 
Teilung, bei der die Verluste einen Minimalwert annehmen. Diese Optimalwerte sind fir alle 
gerechneten Profile in Abb. 18 zusammengefaBt. Mit diesen Optimalkurven lassen sich dann 
auch die Profile ermitteln, die ihrerseits fiir eine vorgegebene Aufgabe am giinstigsten sind. 
Bei symmetrischen Profilen verursacht das 10%, dicke Profil bei allen Gitterumlenkungen die 
geringsten Verluste. Bei gewélbten Profilen ist die giinstigste Wélbung von der Gitterumlen- 
kung abhangig, und zwar wachst die giinstigste Wélbung mit der Gitterumlenkung. 


(Eingegangen am 24. Oktober 1953.) 


Anschrift des Verfassers: Dr. L. Speidel, Institut fiir Str6mungsmechanik der T. H. Braunschweig. 
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Kriechen und Schwinden bei statisch unbestimmten Beton- 
konstruktionen mit Tragteilen aus Stahl *. 


Von G. Nitsiotas. 


1, Einleitung. Die Formanderungen des Betons infolge standiger Belastung sind zeitlich 
betrachtet nicht konstant. Sie hangen ab vom Zeitpunkt des Auflegens der Belastung und dem 
Zeitpunkt, in dem sie gemessen werden. Diese Eigenschaft des Betons ist ohne Belang fiir die 
Bestimmung der inneren Schnittkrifte statisch bestimmter Betonkonstruktionen. Sobald es 
sich aber um statisch unbestimmte Konstruktionen handelt, deren Schnittkrifte bzw. Uber- 
zahligen aus Deformationsbedingungen erfolgen, ist zu erwarten, daB neben den Formiande- 
rungen auch die Schnittkrafte von der Zeit abhangig sind. F’. Dischinger | untersuchte statisch 
unbestimmte reine Betonkonstruktionen und bewies, daB die Uberzahligen infolge standiger 
Belastung trotz des Kriechens zeitlich konstant bleiben, wahrend jene aus Widerlagerver- 
schiebung und Schwinden sich mit der Zeit andern, und zwar so, da sie durch das Kriechen 
nicht gegenseitig beeinfluBt werden. 


Wenn eine Betonkonstruktion noch Tragglieder aus Stoffen besitzt, die nicht mitkriechen, 
wie z. B. aus Stahl, so andern sich dann zeitlich neben der itbrigen Uberzahligen noch jene 
infolge standiger Last. Die Stahltragteile kénnen stetig oder stellenweise mit dem Beton ver- 
bunden sein. Im ersten Fall handelt es sich um Verbundtrager bzw. bewehrter Betonkon- 
struktion, im zweiten Fall um Trager mit Zugbandern, vorgespannten Trager ohne Verbund 
usw. Unabhangig der Art der Verbindung ergibt sich die Form der Differenzialgleichungen, 
welche die Uberzahligen erfiillen. 


Von F.. Dischinger stammen strenge Lésungen fir Systeme, zusammengesetzt aus Beton- 
und Stahlgliedern, bei welchen das Vorhandensein des Stahles eine statische Unbestimmtheit 
ersten Grades hervorruft, wie z. B. die Drucksaéule! und der Bogen mit Zugband ?. H. Fréh- 
lich® gab die strenge Liésung fiir den Verbundquerschnitt unter Annahme eines konstanten 
federnden Elastizitaétsmoduls des Betons. Sontag* gelang es, durch Vernachlassigung unwesent- 
licher GréBen naherungsweise das Problem auch fiir veranderlichen Elastizitatsmodul des 
Betons zu lésen. Bewehrte statisch unbestimmte Betonkonstruktionen wurden mittels des 
Begriffes des behinderten KriechmafBes von F. Dischinger+ untersucht. Von K. Sattler ® 
stammen Naherungslésungen fiir beliebige st. unbestimmte Verbundtrager mit veranderlichen 
Steifigkeiten. 

In der vorliegenden Arbeit werden die Differentialgleichungen statisch unbestimmter 
Betonkonstruktionen mit Tragteilen aus Stahl unter Beriicksichtigung der Veranderlichkeit 
des federnden E-Moduls des Betons aufgestellt und streng gelést. Hierbei wird das Verfahren 
sowohl auf statisch bestimmte, als auch auf statisch unbestimmte Grundsysteme angewendet. 

Abweichend von den iiblichen Bezeichnungen wird eine GréBe g mit einem oder zwei 
Querstrichen versehen, je nachdem ob sie sich auf den Betonquerschnitt oder den Stahlquer- 
schnitt bezieht. Der Platz rechts oben wird den Zeitindices t und t vorbehalten; davon be- 
deutet der erste den Zeitpunkt des Auferlegens der Belastung und der zweite den Zeitpunkt, 
in dem die GréBe gemessen wird. Rechts unten findet man wie iiblich die Indices i und k des 


: ; 3 : i = =tt . 5 us 
Wirkungsortes und der Ursache. Hiermit sind die GréSen gi, und g;, eindeutig definiert. 


2. Ermittlung der Uberzahligen einer statisch unbestimmten Betonkonstruktion mit 
Tragteilen aus Stahl, Wir betrachten ein beliebiges, z. B. dreifach statisch unbestimmtes 
System, zusammengesetzt aus Beton- und Stahltragteilen, dessen Uberzahlige X; (i = 1, 2, 3) 


* Herrn Prof. Dr.-Ing. Adolf Pucher zum 50. Geburtstag in Dankbarkeit gewidmet. 

1 F, Dischinger, Bauing. 20 (1939), S. 54. ; 

2 F', Dischinger, Der Massivbau, Schleichersches Taschenbuch fiir Bauingenieure S. 1340, Berlin 1943. 

3 H. Fréhlich, Bauing. 24 (1949), 5S. 300. 

4 H. J. Sontag, Beitrag zur Ermittlung der zeitabhangigen Eigenspannungen von Verbundtragern. 
Dissertation Karlsruhe 1951. 

5 K. Sattler, Theorie der Verbundkonstruktionen, Berlin 1953. 
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sind. Die Elastizitaitsgleichungen lauten 
X64, + Xe Oy + Xs Oy3 + O14 =0, 
Xy boy + Xp boo + X3 003 + Ong = 9, (1) 
Xb, + Xe O52 + X3 033 + O3q = 0- 
Hierbei ist 6;, die gegenseitige Verschiebung der Angriffspunkte der Uberzihligen X; infolge 
der Grundbelastung X;, = + 1 und wird durch folgende Formel bestimmt: 
of MMe , , | Re Re | Wes Mee | Ne Ne 
La ich ae | au aE ee us Be Bey 
oder O:k = Oin + Oink : 
M, und MN, sind die Momente und Normalkrafte im Grundsystem infolge der Grundbelastung | 
X; == 4 ie 
Die Verschiebungen 6;,infolge der auBeren Belastung bzw. des Zwanges setzen sich aus 
folgenden drei Teilen zusammen: 


ls 


Or big + Oe Verschie bung infolge standiger Last, 


Op, =A BA - Ausweichens der Widerlager, 

Oa = Oy <5 a Schwindens ohne Kriechen. 
Dementsprechend setzen sich die X;, ebenfalls aus drei Teilen X;,, X;,, und X;, zusammen. 
Durch Auflésung des Systems folgen die Werte der Uberzahligen zu 

Di D D 
oO) q OO: == 24 00 __ 34 
A= =a Xe ASG Se 


wobei D, D,,, D,,, D3, die Determinanten des Systems (1) sind und Xi die Kraft im Punkte 1, 
gemessen im Zeitpunkt t infolge der Belastung q, aufgebracht im Zeitpunkte 7, ist. 

Gewohnlich wird xT = xy angenommen. Diese Beziehung gilt unter folgenden drei 
Annahmen. 

a) Die FormanderungsgréBen 0;, des Grundsystems sind zeitlich betrachtet konstant, 

b) das Ma des Ausweichens der Widerlager ist ebenfalls konstant, 

c) das Schwinden des Betons vollzieht sich stoBartig im Augenblick des Ausriistens der 
Konstruktion. 

In Wirklichkeit aber andern sich unter dem EinfluB® des Kriechens mit der Zeit die Form- 
anderungsgréBen 0;,, so dai die Elastizitatsbedingungen (1) ihre Giltigkeit verlieren. Um 
diese Unstimmigkeit zu beseitigen, miissen wir die Elastizitatsbedingung fir einen beliebigen 
Zeitpunkt t unter Beriicksichtigung der Kriecheinfliisse aufstellen und die im Zeitpunkt 0 
vorhandene UberzahligeX?) durch zusatzliche mit der Zeit veranderliche Krafte Yo", erganzen. 
Demnach wird 


Xir=Xizt+ Yik, Xar=Xor+ Vir, Xtr=X3rt Yor, (2a) 
wobei der Index R = g + w die Uberlagerung der Belastungsfille, standige Last und Wider- 


lagerausweichen bezeichnet. Das Schwinden des Betons setzt mit dem Kriechen gleichzeitig 
ein, und im Zeitpunkt Null sind die entsprechenden Uberzahligen gleich Null. Daher kommt 


Kane Vise Xan = Mae nes, eel (2b) 
Bevox wir die Aufstellung der von der Zeit abhangigen Elastizitatshbedingungen vornehmen, 


seien kurz vollstandigkeitshalber die Grundbegriffe des Kriechens erwahnt. 
Nach F’. Dischinger gilt fiir jede ,,freie‘‘ Formanderung des Betons die Beziehung 


tt 00 1 
Vig —— Vig Wan: =F Opes o.) . (3) 


Tv 
Unter ,,freier“‘ Formanderung ist jene zu verstehen, die durch ihre zeitliche Anderung keine 
neuen Krafte hervorruft, welche auf sie rickwirken kénnten, z. B. die Formanderungen aller 
statisch bestimmter Systeme. In (3) bedeutet vj) die Formanderung im Punkte i, gemessen im 
Zeitpunkt 0 und hervorgerufen von der Ursache q, welche im Zeitpunkt 0 wirkt, und v™! die- 
< . . v 
selbe Formanderung im Zeitpunkt t wegen der Ursache q, wirkend vom Zeitpunkt 7 an. 
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AufSferdem stellt y, das Kriechma8 dar und 1 + y, ist die Verhaltniszahl der federnden 
Elastizitatsmoduli des Betons in den Zeitpunkten 1 und 0. Im Weiteren wird um die Integra- 
tionen der Differentialgleichungen zu erméglichen, fiir y, ein ahnlicher Verlauf wie der der 
Funktion des KriechmaBes y, angenommen werden: 


ise a eO.g, = 1 = 0 oz) ; 


_wobei 6 eine Verhaltniszahl ist, welche mit den ForminderungsgréBen nicht verwechselt 
werden darf. 


Damit stellt vj9/(1 + y,) die federnde Formanderung im Zeitpunkt 7 infolge der Ursache q 
und vj (% —@) den Zuwachs dieser Formanderung infolge Kriechens von Zeitpunkt 1 bis t 
dar. Die Summe beider gibt die gesamte Forminderung im Zeitpunkt t. Nun betrachten wir 
die erste Elastizitatsbedingung unseres statisch unbestimmten Systems. Im Zeitpunkt 0 ruft 
die Uberzahlige X{} die ,,freie“’ Formanderung im Grundsystem X{k6,, = X{ Ore aoe 
hervor. Dieselbe Formanderung im Zeitpunkt t mu gemaf (3) auf XY Op (Ly jee anon 
= XIk [on (1+) +64] angewachsen sein. Ahnliche Ausdriicke bekommt man fir die 
Formanderungen infolge der ibrigen Uberzahligen und der standigen Last. Die Formande- 
rungsgréBe 6,,, = Al, infolge Widerlagerausweichens bleibt unverandert. Das Schwinden 
setzt gleichzeitig mit dem Kriechen an, und das Schwindma®B ¢, wird zeitlich proportional dem 
Kriechma8 gy, angenommen. Wenn wir mit m das Endkriechma bezeichnen, so gilt 


Ot t 00 tx 
i So te ees . 


Hiermit wird die Gesamtformanderung im Zeitpunkt t 
te [1 (1 + 2) + On] + X38 (rel + 9) + Ore] + 3k [51s (1 + 9) + O48] 
a [ore (1+) + 514] + Al + P bys 


= ~ oy 00 «© e bis 
=(Xth3n + XBhdie + X8R, + yy + I, 


m™m 


mit R=g-+w. Dieser Ausdruck ist im allgemeinen verschieden von Null. Nun werden 


durch das Kriechen die neuen mit der Zeit verinderlichen Uberzahligen ve hervorgerufen. 
Im Augenblick t wachst die Uberzahlige Y, um das Maf (dY,/dz). Dieser Zuwachs der Kraft 
ruft eine federnde Forménderung im selben Augenblick hervor: 


PES, =r OY 
ee Fr dr + 6 


welche bis zum Augenblick « gemaB (3) auf 


Ou Sg Wa Cees )] Ged +4, or dr 
Tet 11 \Pt — Pr)| dr 1a 


anwichst. Durch Integration im Zeitintervall von 0 bis t bekommen wir die gesamte Form- 
iinderung infolge Y,. Ahnliche Ausdriicke folgen aus Y, und Y;. Wir erhalten demnach fiir die 
Ermittlung der Kriecheinfliisse folgende Gleichung: 


bal 5,)2%ae + | ipo 45 yl qed 
On ( ++ Wr a = Pr + Ou dt TH 12 aa, ae Pi — Vx 12) dx GT 
t=0 


t=t 

l= Gr d = We Ath. ee ra s 

le ae + y r Pt r.| 4 by oe dt + ( Tr O11 + XBR Oye + X3R O13 + 91, lh 
t=0 


Durch Differentiation dieser Integrodifferenzialgleichung unter Beriicksichtigung der Ver- 
anderlichkeit der oberen Integrationsgrenze erhalten wir die erste Differentialgleichung des 
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Systems. In gleicher Weise wide: sich die beiden iibrigen Gleichungen: 
Of hes eee jy te Y,| <4 Lae y Ete Y, 
weary 11} dp + Oy, ¥Yy} +- (2+ 12 12 ity Ox3 13 
0 Oys 
+ XTR on = a Haas O13 a b1g a de == 0), 
Oot = \ Yi 3 5 Dy = ava ae Se - or x | 
+ Xie bay + XBR Doe + XR dos + 4 


iy Sala O39 d 5, 
(po, + Fa) Se + Ban ¥] + | + Ba) pe Bs ee ee ¥5 


vo dy 


v) 


= & s 
+ X%% 65, + X$%eDg0 + X$%5e + Jag += 3° —(). 


Bevor wir zur Untersuchung des allgemeinen Falles ibergehen, sei hier kurz auf die Lésung 
von FI’, Dischinger! fiir den Fall einer statisch unbestimmten reinen Betonkonstruktion hinge- 
wiesen. Es ist dann 6;,= 0 und 6;, = 6;,; demnach wird ein beliebiger Klammerausdruck des 
Differentialsystems (4) 

bik i dY;, 1 dY;, 
I; sof a jin ) ee + Oin ¥,| = FRSerne hy + ¥;|6 
Wir lésen nun das System nach den drei unbekannten, in den Klammern stehenden Aus- 


driicken auf und erhalten damit drei voneinander unabhangige Differentialgleichungen erster 
Ordnung: 


Lady 
1l+yp dy 


Fiir den Ansatz Ei = E} (1+ y,) = Ej} (1+6 ¢) lautet die Liésung dieser Differentialglei- 
chungen 


+ ¥ + (xt = 7 i) = 0 (alee aye 


uy -(= s xt) La eae (i = 1,2, 3). 
™m 


Aus diesen Gleichungen folgt, da8 die Uberzahligen aus standiger Last durch das Kriechen 
nicht beeinfluBt werden, wahrend jene aus Widerlagerverschiebung und Schwinden sich mit 
der Zeit andern; und zwar Andert sich zeitlich jede Uberzablige unabhangig von den ubrigen, 
und der Einflu8 der Zeit driickt sich durch eine einzige Zeitfunktion e—?(1+4/2) fiir alle drei 
Uberzahligen aus. 

Im allgemeinen Fall 6;, 40 ist die Spaltung des Differentialsystems (4) nicht méglich. 
Wir bekommen eine partikulare Lésung des Systems, wenn wir Y; = y; = konst. einsetzen. 
Dann erfillen die y; folgende Gleichungen: 


bu Mt + by> Yo + 413 ¥3 ae XR Ou + X93} R O19 + x34 he oa an z(), 


bas 


bor V1 + 00 ¥2 + d0o5 ¥3 + XY oy + X38 o2 + X99 003 + Oa + = =0,; (5) 
O51 Ni + d50 Yo + 053 ¥3 + X%R 55, =a X3% boo + X$3 ve + 85, + = — 
oder 

__ yoo Dig IDE; 
i = XY D m D > 
yy = — Xt Dag ae 
ve D ie TR) 
0 D 1 D3s5 
Ys = — XBR = Tie se 5 


i Sieho FuBnote 1 von S. 323. 
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wobei D, Dies D;, die Determinanten des Systems (5) sind. Um die allgemeine Lésung des dem 
System (4) entsprechenden homogenen Differentialsystems zu bekommen, setzen wir 
Ye = K,, eX? (1 + p yp)’ (K;, = konst.) (6a) 
ein. 
Damit wird ein beliebiger Klammerausdruck 
dik = dV 4 ox 
26 bse) cs + Om Yi 
= te ete vars Op? + (B+ 6+aB)p +(ao +By +1) 
Bike eee SB) Osa (eB ese) 4 Eas 
eras re Bog? +B+d)9 +1 EASED) e”) 
_ %B op? + (af +ad+By dp t+ (a +B y) 
Bog? + (6B +b +aB)p + (a-+By +1) ~ 
Wenn nun die in den Klammern stehenden Ausdriicke des homogenen Differentialsystems 
durch den rechten Teil von (6b) ersetzt werden und alle Gleichungen durch den fiir alle Glieder 


gemeinsamen Bruch sowie durch die Funktion e*? (1 + fq)” dividiert werden, ergibt sich zur 
Bestimmung der Konstanten K;, folgendes lineares System: 


K, (64; +46.) + Ke ye +442) + Ky (513 +4843) = 0, 
Fen 6.) ha 0s 0.) Ke (6, 1 0,,) = 0. (7) 
K, (O51 ie A ds) aa K, (dso aie A Ose) te K, (Sg5 =; A Osa) = 0 : | 


Die Vorzahlen K; sind unabhangig von y, wenn A auch unabhingig vong ist. Daher miissen 
«, B, y folgenderweise gewahlt werden: 


py tO PO Oty BO Z a+pBy 


Bo B+o +8 a+ Pye 1 
und 
to) hg 
Ce sree me 


Das lineare System (7) ist homogen und besitzt eine Lésung, wenn die Determinante der Vor- 
zahlen von K gleich Null ist: 


Sui tAdy dy FAS yg +A Gg 
he +A On; 20 +A doe beg +A Oss =0. (8a) 
15s, +AO5: Sgn +AO32 455 +4055 


DQ) = 


Dies ist die charakteristische Gleichung des Differentialsystems und liefert im allgemeinen drei 
Werte A,,A,,4;, damit auch drei Grundlésungen 


@ =O! = oH, (1 Be eanile (8b) 


Fir einen bestimmten Wert 1 = /, bekommen wir aus dem homogenen System (7) 


K, = My,;(A¢) C, 2 K, = M,»(Ao) Cy 2 K, = M,3(Ao) Cy ? 


~wobei M,,(A,) der Minor des Elementen Our + ro Guy der Determinante (8a) fiir 2 =A, und C, 


eine noch aus den Randbedingungen des Problems zu bestimmenden Konstante ist, welche der 


Wurzel A, zugeordnet ist. 
Durch Addition aller Grundlésungen von (6a) ergibt sich die allgemeine Lésung des homo- 
genen Differentialsystems, welche lautet 


Y. = Oy, My (Ay) Gy + Pie Muy (Ao) * Co + Bis My (As) Cs » | 
Yo = Diy Myo (Ay) > Cy + Dz Myp (Az) Cp + Bis Mis (As) Cs » (9a) 
Ys = Oy, Mys (Ay) - Cy + Bye Mys (Ag) + Cy + Dis Mis (4s) Cs - | 

Hiermit folgt die Lésung des inhomogenen Differentialsystems zu 


Yroy + Y}* = ye + Ve Y}' = ¥3 + Ys - (9b) 
23 
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Diese Gleichungen enthalten die drei Konstanten C,, welche sich aus der Anfangsbedingung be- 
stimmen lassen. Es miissen am Beginn des Kriechens, d. h. fir t = 0 baw. P= 0 die Uber- 
zihligen Y; gleich Null sein. Damit folgt zur Bestimmung von C, folgendes Gleichungssystem: 


- s ; Di tepi: 
Myy(Aq) Cy + My (Ae) Cy + Mgi(As) Cs = — 1 = XT > ae 7 op 
5 ( Dz D2, 
Molds) Cy + Mila) G+ Mi(s) Cs = — 92 = (9c) 
D3 1-Dss 
M,3(Ay) Gy. ++ My3(Ay) C2 + M,(A3) Cz = — ¥3 = 3R 5 np 


Setzt man die Werte von C in Y; ein und addiert diese zu den X?°, so erhalt man gemaf (2) | 
die endgiiltigen Werte der Uberzahligen im Zeitpunkt t. 

Bis jetzt wurden Belastungen untersucht, welche gleichzeitig mit dem Beginn des Krie- 
chens auferlegt werden. Nun wollen wir den Fall einer standigen Last p untersuchen, welche in 
einem spateren Zeitpunkt t = t, zu wirken beginnt. 

Die Uberzahligen X#% im Zeitpunkt t, ergeben sich aus dem System (1), wenn die Form- 
anderungsgréBen Of; = 0;, durch 

Oik 


= eet hu 
r Wa 


ersetzt werden. 

Die Integralgleichungen des Kriechens folgen ahnlich wie im Falle t, = 0, mit dem Unter- | 
schied, da® die untere Integrationsgrenze 7 = 0 aller Integrale durch rt = t,, Xj, durch X}} 
und gy, = 0 durch gy, — yy, ersetzt werden missen. Durch Differentiation dieser Gleichungen 
bekommen wir ein System von Differentialgleichungen, welches sich von System (4) nur um 
die Glieder X{) unterscheidet, die durch X}} ersetzt worden sind. Damit lautet die partiku- 
lire Lésung 


16, ee a (0,516, Gh eae (0 a One peas OF ee ee fs i: See eae 
Nhe OG: ? Ms = oe = 9 X3 x sO 


Die Lisung des homogenen Differentialsystems wird in der folgenden Form angeschrieben: 


Pt @! @} 
yet a ae My3(A) C, oe i M,3(Ay) C, =f a M,,(As) C; ? 
2 3 


at 


Ds @ D§ 
ile ae My9(A,) Cy + = My»(Ay) Cy + ae My9(As) Cs > | (9d) | 
1 2 8 
@! ®; ! 
oa 6 M,3(Ay) C, + oe My3(Ag) Cy + oe 13(A3) Cs « 


3 


Die C,, C,, C, folgen aus der Randbedingung t =1,, Yt = Y*t= Y%t = 0 und erfillen die 
Gleichungen (9c), wobei die X durch X%* ersetzt sind. 

Nun betrachten wir die charakteristische Gleichung des Differentialsystems. Fir 2 = 4+ 1. 
wird D(A) gleich der Determinante D des Systems (1), welche bekanntlich immer positiv ist. _ 
Daraus folgt, daB Gleichung (8a) nur negative Wurzeln besitzen kann. Sollte eine positive 
Wurzelj = 0 existieren, so kénnte man ein statisch unbestimmtes System konstruieren, dessen 
Betonsteifigkeit gleich jener des urspriinglichen Systems, und bei dem die Stahlsteifigkeit mit Q | 
dividiert ist. Die Determinante der Vorzahlen dieses Systems ware dann gleich dem D(@), also 
gleich Null. | 

Der gréBte Wert A ist gleich Null und wird erreicht, wenn die Betonsteifigkeit unendlich 
gro8 bzw. 6 =0 ist, wihrend der kleinste Wert 1 — — oo ist und sich ergibt, wenn die Stahl- 
steifigkeit unendlich groB wird. Fir limj— — ov folgt 


= lim eva( = alt = lim pat gn es) = lim eee Seed ee 


A>+— 0c 
(10a) 


° 


also das bekannte Kriechintegral der reinen Betonkonstruktionen. 
Der Grad der charakteristischen Gleichung kann héchstens gleich dem Grad der statischen 
Unbestimmtheit des Systems sein. Wenn z. B. in einer y-fach statisch unbestimmten Kon- 
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struktion die durch das Vorhandensein der Stahltragteile bedingte Unbestimmtheit j-ten 
Grades ist und X,, X,.... X,, die entsprechenden Uberzahligen sind, wird fiir i oder k > 
Oi, = 0. Damit ergibt sich eine charakteristische Gleichung ju-ten Grades mit jw reguldren 
meurzel 7, A... . 4, und einer entartetend = — ov. 

Wenn die Verduderlichkeit des federnden Elastizitatsmoduls nicht bericksichtigt wird und 
y =0 baw. 6 = 0 gesetzt wird, andert sich in den allgemeinen Lésungen (9a) nur der funk- 
_tionelle Teil. Es wird hiermit 

As 1—A ph pa 


‘ : 6 Wiel Son es Tes he 
O-, =a TT vi 4 am = e?4 lim (1 -- i # i ae ee ep. e ie e : : if (10b) 


6+0 1—A 56+0 


Die Funktion @, bestimmt durch (8b), enthalt als Variable das KriechmaB g und noch die Para- 
meter /. Bei geeigneter Wahl von erfiillt die Funktion @ jede Differentialgleichung des Kriech- 
problems. Wegen ihrer besonderen Bedeutung fiir die Kriechprobleme wird @ weiterhin Kriech- 
integral genannt und mit zwei Indices versehen. Der obere bezieht sich auf das KriechmaB q, 
bzw. die Zeit t, wihrend der untere auf den Wert des Parameters J. 

Das Ergebnis der Untersuchung kann folgendermaBen zusammengefaBt werden. Bei 
statisch unbestimmten Betonkonstruktionen, welche Tragglieder aus Stahl besitzen, aindert 
sich zeitlich die GréBe der Uberzahligen aus stindiger Last, Widerlagerverschiebung und 
Schwinden, und zwar hangt ihr jeweiliger Wert nicht nur vom Anfangswert der entsprechenden 
Uberzahligen ab, wie bei den reinen Betonkonstruktionen, sondern auch von den Anfangs- 
werten aller iibrigen Uberzihligen ab. Der EinfluB der Zeit ergibt sich durch eine Anzahl von 
Kriechintegralen, welche im Aufbau alle gleich sind und nur von cinem Parameter abhangen. 
Thre Anzahl ist gleich dem Grad der durch die Stahltragteile bedingten statischen Unbestimmt- 
heit plus eins. Ein Durchlauftrager aus Beton iiber vier Offnungen mit zwei Zugbandern gibt 
zum Beispiel zwei regulare Kriechintegrale fiir die statische Unbestimmtheit infolge der Zug- 
bander und eines @ , fiir die Unbestimmtheit der Betonkonstruktion, also insgesamt drei Funk- 
tionen trotz der fiinffachen statischen Unbestimmtheit des Systems. 


Im Gegensatz zu der ,,freien‘‘ Formanderung andern sich zeitlich bei ,,behinderter® Form- 
anderung nicht nur der.Modul des Materials, sondern auch die Krafte, durch welche diese her- 
vorgerufen wird. Letztgenannte sind Formanderungen der statisch unbestimmten Beton- 
konstruktionen. 


Betrachten wir nun eine Deformation 69? 


Pp 
0 0 00 
43, = 03), + 40% X35 + 00% XM + O05 XN, 
wohei 69°) die Deformation des statisch bestimmten Systems infolge der 4uBeren Belastung und 
00, 023, 083 dieselbe Deformation infolge der Grundbelastungen X,, X,, X; = + 1 ist. Die 


0 
vio Uv 


des Punktes v infolge der Ursache p, so ist 


GréBen 6, setzen sich wie sonst aus zwei Teilen by und 0» zusammen. Es soll nun die Defor- 
mation O03, im Zeitpunkt t berechnet werden, wenn die Belastung p im Zeitpunkt t, auferlegt 
wird. 

Im Zeitpunkt t, des Auferlegens der Belastung ist die Deformation 


B55 = pay, Cope + or X43 + Soa XB + Fe X95) + ope + der XEp + doe XEp + Sos X39) » 
a 
und im Zeitpunkt t wird 


1 iy 5 ax . . XxX 

Ges +O: ae os) (6, p0 + 6y4 tp + Ose 2p + dog X30) 

+ (Byp0 +501 X9% + bo X35 + Org X98) - (11a) 

Die mit dem Kriechen entstehenden Uberzahligen Y,, Y,, Y, rufen eine zusatzliche Defor- 
mation hervor: 


Tt t=6t 
rae = |¢¥ it peer 
[ felrtge tee) + Ba]aede + | lalrty, tom) + Bela e 
T=ty T= ty 
tt 
; = Wang 
Ta 1 > petal 
« [lal tate) +85) he om 


23* 
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Unter Beniitzung von (9b) und (9d) 1laBt sich ein beliebiges Integral, z. B. das zweite, folgender- 
maGen schreiben: 


Ca * 1 _ dy, 
| bates ee r.) + 5.a| Sap 
Ga 
t=t : 
ais = C, dot C, de" Cyd} 
——s 5.2 tee y 5 Pt ».) 5.0| | Myo(A,) i Z ae st. M,.(Az) @} ie = M,,(As) Dx fe dt a 
ths F z = 


Dieser Ausdruck zerlegt sich in drei Teilintegrale; davon ist das erste 


t=t 
y u 5 Cy dy 
| Bus te 1 CO) = p.| Se Ova. My»(A,) oy AR dt 
Cat t=t a aN ; 
ial iphelinas ler on se 8 (CF be f Wig GF ie i, 1} 
— M,.(A;) G eB l as ee dt 4 Oss Pt (F ral 1) = % Pr dt dt + Ove px 
a ee = (6! = a 
= M,,(A,) Cy We, (Ov. + Ay Ove) (F ae 1) — Ove ( o os)| 2 
Ls b 
a dD _4 A+ _@ 


Ahnlich rechnet man die iibrigen Integrale aus, welche eingesetzt in (11b) und entsprechend 
umgeordnet liefern: 


(F. — 1) pm) Ber +A, Bos) + Mula) Gon +41 500) ++ Mig(%s) Ovo + Aa5e9) 
+ ($8 — 1) Sem (Ae) Bos + 20Ben) + Male) Boa +0552) + Mya(te) Bos + 20500) 
ae ie ca a [My1(A3) (Soa Fi aon) + My9(As) (602 + As dv) + Mj3(As) (603 +As bvs)] (11c) 


(Ppa) Oey [My,(;) Cy + Myy(Ag) Cy + Myy(Az) Cg] 
i =) dvs [Myo(A,) Cy + Myo(Ag) Cy + Myo(As) Cy] 
(0; —"@,) On [My3(A1) Cr + Mys(Ae) Co + Mys(Ag) Cs] - 


Wir bezeichnen mit D,(A) die Determinante welche aus (8a) entsteht, wenn die GliederA,% +A6,% 
der ersten Reihe durch 6,, +/6,, ersetzt werden. Dann sind die drei ersten Klammeraus- 
driicke gleich D,(A,), D,(A,) und D,(A;). Die drei letzten Klammerausdriicke sind gleich dem 
rechten Glied von (9c), wobei X durch X%* ersetzt wird. Damit folgt fir den Ausdruck (11c) 


o! C oi a, D; C. 
(oy — 3) 38 Duta) + ($3 — 1) $0.00) + ($k — 1) $2.0) 


— _ — 1 —_ == — — = — 
— (6 — a) (Bor X45 + Son X85 + 5,5 X89) ++ Gor Dip +5e0 Dep + Son Dap)l- 
Dies addiert in (lla) gibt die Gesamtformanderung im Zeitpunkt t zu 
at _ SKn @; C, Ds C D; C, 
dtp = O82 + (Ge — 1) Du) + (Ft — 1) SD.) + (Fi — 1) S0,09) 
i — — = a _ — _ — 
+ (% — Pa) = (Oop D — 601 Dip —5v2 Dyp — O13 Dgp) - (12) 
Wenn der Punkt v mit einem der drei ausgezeichneten Angriffspunkte der Uberzahligen zu- 


sammenfallt, wird dieser Ausdruck, wie zu erwarten ist, gleich Null. 


3. Ermittlung der Uberzahligen eines zweifachen statisch unbestimmten Systems. Es werden 


im weiteren die Formeln fiir die Eigengewichtbelastung, fiir Schwinden und standige Last, auf- 
gebracht im Zeitpunkt t = t,, abgeleitet. 


\ 
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a) Eigengewicht. Die Uberzihligen aus Eigengewicht im Zeitpunkt t = 0 sind 


Koo Org bao — Oro Jog oe On Oog — Org O21 (13a) 


Oy 855 iar 812 one 6 On Oo» 4 Oxp 6o1 : 


Die simultanen Differentialgleichungen der durch das Kriechen entstehenden Uberzihligen 
Y,,. Yo, lauten gemaB (4) 


On dy, 0. ay; 40 X$°6 
ll +3.) Se + Ma] + (8s, +B) M4 Bata] + HI NT Hae 


a +o 5) ores a + : ie Por? Ja ton Ys : + Xigda + Xtede + S15 = 0- 
Die partikularen Liésungen y,,, y2, erfiillen folgendes Gleichungssystem: 

Y1e Ou + Yee Ore + X19 0, + X32 51. +5, =0, 

Yred 


21 + ¥og See ar X06, ea + X35 6 a2 bog =U 
daraus folgt 


xe Org Oop O12 ora 00 O41 0p g— Oye dar 
§ 


i = Jog = 2g 
on Ove = dy. ea On On ies On bat 


Die charakteristische Gleichung des homogenen Differentialsystems lautet nun 


5 16 cts ee 

D(A) = é 11 + 11 - es | 
Paeeatvd O O22 + A dos | 

a0 0120,,) 1 (on — On Onde = Oy 


Diese besitzt zwei Wurzeln/, und/,. Damit ist die allgemeine Lésung 


= | 
ieee, 
i 
= 
— 
is 
~— 


Je a= so Val? 
VE, = ag + Che as + Ardea) e(1 + 722) Chg Gee + da den) oe (1 +722)", 
a ie 


, doy \¥/> F oe 
V3 = you — Clg (Ser + Arde) e%? LC a Se a 3 (Oey +A, Ooo) ee? ey | ie 


Die Konstanten C{, und C2, lassen sich aus der Anfangsbedingung fiir t = 0 bzw. y = 0 be- 
stimmen 


Cig (Bae + Ar B20) + C8g (O20 + Ae 922) + Jag = 9 
= Co, (Sor + A101) — ion + hg de i + Yog = 9, 
also 
1 re FR = 
tg = ae =e 5 Dye (6 o1 + Ag Oe) + Yee (Jo9 + Az Ove)] » 
(A, Az) (551 529 — 921 999) 
1 (15b) 
= =— One, 6 a ie toh }, 
2g ey, yee ) [yg (or a) + Yog (Ove 22)] + 
b) Schwinden. Da das Schwinden gleichzeitig mit dem Kriechen einsetzt, ist 
= Xe) =; 
Der partikulare Teil der Uberzahligen ist 
etl ey Oss So a Dyp Oye ES 1 on Sys — 4s So (16) 
M0 Biba bain Od Fu bn 


Die allgemeine Lisung ergibt sich aus (15a), wenn dort die y,, und y,, durch y,, und yo, ersetzt 
werden. Dasselbe gilt selbstverstandlich auch fiir die Vorzahlen C, und C,.. 


c)Standige Last. Die Belastung p wird in einem Zeitpunkt t, ~ 0 aufgebracht. Die 
Uberzahligen X4p und X3¥¢ im selben Augenblick folgen aus (13a), wenn dort die 0;, durch 


0; o/(1 + Yo) + Ok ersetzt ea oe Die durch das Kriechen entstehenden Uberzahligen Yue p und 


(13) 
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Y3, erfiillen ahnliche Differentialgleichungen wie (13). Die partikulare Lésung lautet nun 


orp Jo, — Oye One Yop = Ge on Oop oe Op 51 ‘ (17) 
: ) 


xy SZ ieee tia 
r Ou Doo — 019 554 11 999 — 542 Oo1 


Sha = 
und die allgemeine Lésung 


= t 3 
Yop = Yip + Crp (Oo9 + Ay 902) Dx + Cop (O22 + As Os2) Dy” 


: = = | Oi mR = 
X25 = Yap = Ci> (On; ar Ay Oni) Ds aa CG (Oo, She: Ao Ooo) Do 2 


Die Konstanten C,, und C,, erfiillen die Gleichungen (15b), wobei y;,, Yo, durch y;p und Yp 
ersetzt werden. 

4, Aufstellung der Grundgleichungen bei Beniitzung eines statisch unbestimmten Grund- 
systems. Wenn das Grundsystem statisch bestimmt ist, geht das Kriechen unbehindert vor 
sich. Im Falle eines statisch unbestimmten Grundsystems liegt ein behindertes Kriechen vor 
und muf anstatt Gleichung (3) die Gleichung (12) beniitzt werden. Das Verfahren soll an 
einem zweifach statisch unbestimmten System gezeigt werden. 

Wir bezeichnen mit S, das zweifach statisch unbestimmte System und mit S, das statisch 
bestimmte Grundsystem, wahrend mit S, das einfach statisch unbestimmte Grundsystem be- 
zeichnet sei, welches durch Fortlassen der Uberzahligen X, entsteht. 

Die Elastizitatsgleichung fiir die Bestimmung der Uberzahligen X, infolge einer Belastung 
p lautet nun 

2p O22 Ae 62p =!) ° (18a) 
wobei der Strich bedeutet, daB die entsprechende Gréfe auf das einfach statisch unbestimmte 
Grundsystem S, bezogen ist. Es gilt allgemein 
2p = Gay “+ Ooi Xip » 
wobei Xj, aus der Elastizitatsgleichung 


zu bestimmen ist. Damit folgt 


Ahnlich bekommt man 
, aH 
022 = Doo — Ooy a 5 
rl 


Diese Werte eingesetzt in Gleichung (18a) geben das bekannte Ergebnis: 
On Jog fe Org 504 . 


Oy One aa, O19 Dey 


ry comes 


2p 


Die FormanderungsgréBen 04. und 63, des Systems S, andern sich zeitlich gemaB der Gleichung 
(12), welche in diesem Fall lautet 


fe Ot CG ‘ee = 

_ OF = os (a 1) 7 Dal) + (Ge ~ Pa) = (Bak D — bx Dy) (18c) 
wobei k die Belastung und @ die der Gleichung (18b) zugeordnete Kriechfunktion ist. Wenn 
die Belastung k im Zeitpunkt t, auferlegt wird, bekommt man aus (18b) die Uberzahlige X{3% 


und eine zusatzliche Y74', welche folgende Differentialgleichung erfullt: 


6, = \dYir 5 ! XO 8 ) 
(; my +5, dp + Oy, Yix Xi? 0, + Oy, = 0 


Die charakteristische Gleichung ist 


DQ) =6,-7 6. “and, 
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und die allgemeine Liésung wird 


/ i ere D! 
ye (x18 4 a) (1 = a): (184) 
iti L 
Damit miissen in (18c) die Werte 
ries 5 neater eee eis 
C= — (Xi +34), ae a DA) = 92 Ne ea a ee ea 
2 on On On i 


eingesetzt werden. Es folgt 


’ Jae O11 Sor — O11 Sor (DP! . By 
Oat = OnE + (Xie +38) Oa One 1) + (os — 9) (Bat — Ben 
bs Diese Gleichung nimmt die Stelle der Grundgleichung (3) bei der Untersuchung des Kriechens 
_ des Systems S, unter Beniitzung des einfach statisch unbestimmten Grundsystems S, ein. 
Die Aufstellung der Differentialgleichung fiir Y, erfolgt durch Addition und Nullsetzung 
der Formanderungen 02 folgender Belastungen: 
a) AuBere Belastung p wirkend von Zeitpunkt 0: Es ist dann 


VE uk Sr a tne yee 
11 Onn 
SF Re tan ss = (19a) 
») 0) Oqp \Oin Ooqese OO: R yw © 
Se ==) 5 Cip | ( Le SL!) Sig Set p' =I 0 SENS | 
ws ce *T On on. onl On ( V+ Ps (020 a Onn 
b) Uberzahlige 2» Wirkend von Zeitpunkt 0: Es gilt fiir diese Belastung 
m) 9 1K 7 ”) 9 
OR = 08 = (bn — On) XY, XI = XW = SEXY, | 
11 11 
s a (19b) 


5 Ope eoie\ oun On Ons 0 rahe as C2) 
Oe = X26 } 12 _| Te ILS a eel ee p' all Fea eee {| 
2X so 22 15! ( a a 3, ( )F Pt (Ove ae 
c) Belastung aus der Uberzahligen Y,',: Der zeitliche Zuwachs dieser Uberzahligen ist 
(dY,/dr) dt und wirkt yom Zeitpunkt 7 an. 
Hiermit wird 


pa = Sie EO, ee uz oF 
Bre Ovo ry ( Onn ’, eae Yr x : dy, d x == = bi Ae ? ; ae d 
05 va 1. du) yes e O04 3, _ ae TC: und LON 3, 5 dz tary 
Paras ee es 
t=? : Oe a 
Ay _ A c T 12 
ae dy, Oo. \ % q (; On pele ‘ ee as Ye as 
eee adr | \lor gy, 2 Dee eo. = 
EO 1 a, == Or 
a = 
aye ee Sn eS ee Ne CDE ze = 6 
: wae Ce | Ov Ou one 941991 (3: a 1) ie (P: == Pr) (x a Oey a OT. (19¢) 
Oa + 6 On Ou On 
feo, 11 


Die Gesamtformanderung 6, im Zeitpunkt t ist gleich der Summe der drei Teilformande- 
rungen 09',, 02%, 03 und muf gleich. Null sein. Damit lautet die Integralgleichung fiir die 
Kriechiiberzahlige Y, 

ov + xx + 62, = 0, 
wobei die 6, aus (19a, b, c) zu entnehmen sind. 

Diese Gleichung zweimal differentiiert nach t unter Beriicksichugung der Veranderlichkeit 
der oberen Integrationsgrenze, gibt zwei Integralgleichungen mit einem gemeinsamen Integral. 
Durch Eliminierung dieses Integrals und mit Hilfe der Beziehungen 


dD 1+y_ 20a 
sa eres eal ane) 
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6 
eo. a + y)? d® Freee = (20b) 
eer aa eee CX.) O. 
1+ y 
bekommt man folgende Differentialgleichung : 
1 WANG [ 0) 2 a a ee = 
(1 + yp)? Da dg? F L (it se al F +y (011 522 — 912 901) + (O11 522 — O12 901) 


a = ej .  WOLN ae S ta 
+ Gn dr — Fin ba)] Get + [1 —otigp] Gin be — Bie Bed) (a + Xp 


6 =a ee 
a; f a es (611 52g — 91460) = 9, 
wobei D (1 + yp) die Determinante von (14) fir A = 1 + y ist. aod | 
Diese Gleichung ist identisch dem Gleichungssystem (13), da sie durch Eliminierung von yy 
zwischen den zwei Differentialgleichungen erzeugt werden kann. Ihre allgemeine Lésung ist | 
daher durch die zweite der Gleichung (15a) gegeben. 
Nun kénnen wir Y, ohne Auflésung der Differentialgleichung direkt aus dem Grundsystem 
S, bestimmen, indem wir (18d) auf jede der drei folgenden Belastungen anwenden. 
a) AuBere Last g wirkend vom Zeitpunkt 0 an gibt fiir Y, folgenden Anteil: 


}; é r) 
pa Gye yp =| Doty. 2la 
( = +34\( ) ( On . O44 ( ) ( ) 
b) Uberzahlige X2° wirkend vom Zeitpunkt 0 an: 
of (xis aft =) (1 #') = 5 ( eS 2) (1 @') ; (21b) 
On no Oy 


c) Uberzahlige Y,,, deren Zuwachs (dY,/dzr) dr im Zeitpunkt 7 zu wirken beginnt: 
eee 
t=t Loe at 0 a ; 
dG, 1+ yr bE eNO. (1 ma B:) di. 
| dt 5 -s 12 ® @r 
t™=0 


Nach Einsetzen von Y, aus (15a) und Durchfihrung der Integration folgt ein Ausdruck, welcher 
addiert zu den (21a) und (21b) die erste der Gleichungen (15a) als Lésung fiir Y, liefert. 


5, Schlu8bemerkung und Zusammenfassung. Die Berechnung der Kriech- und Schwindein- 
flisse statisch unbestimmter Systeme, zusammengesetzt aus Beton- und Stahltragteilen, 
fiihrt ganz unabhaingig von der Verbindungsart des Betons mit dem Stahl auf Differential- 
systeme erster Ordnung, welche mit Hilfe des Kriechintegrals gelést werden kénnen. 

Wenn zur Aufstellung der Differentialgleichungen ein statisch bestimmtes Grundsystem 
beniitzt wird, miissen die Forminderungen der Elastizitatsbedingung aus der Dischingerschen 
Gleichung fiir freie Verformungen ermittelt werden. Sollte ein statisch unbestimmtes Grund- 
system gewahlt werden, so tritt an Stelle der Gleichung (3) die allgemeine Gleichung (12), 
welche von der Form des Grundsystems abhangig ist. 

Wendet man die Ergebnisse von Ziff 3 auf den Verbundquerschnitt an, so erhalt man die 
Schnittkrafteverteilung fiir die Momenten- bzw. Normalkraftbelastung sowie fiir das Schwinden 
mit Kriechen. Die sich daraus ergebenden Formeln stimmen mit jenen von Fréhlich bis auf 
den funktionellen Teil tiberein. Frohlich rechnet mit konstantem Elastizitatsmodul des Betons, 
daher erscheinen in seinen Formeln an Stelle des allgemeinen Kriechintegrals 6, seine speziellen 
Funktionen fiir 6 = 0, da gemaB (106) 
ee 
D, 5=0 == ace a ep 
ist. 

Die GréBe 2” stimmt mit der Wurzel der charakteristischen Gleichung von Fréhlich tberein, 


da diese aus (14) (angewendet auf dem Verbundquerschnitt) folgt, wenn dort AJ1 —A =)F 
eingesetzt wird, 
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Weiter werden die Gleichung (12) fiir die verschiedenen Belastungen des Verbundquer- 
schnittes und unter Anwendung der in Ziff.4 beschriebenen Methode die strengen Differential- 
gleichungen eines beliebigen statisch unbestimmten Verbundtragers mit konstanten Steifig- 
keiten abgeleitet, welche, mit Hilfe des Kriechintegrals streng gelést, die Uberzahligen in einem 
beliebigen Zeitpunkt liefern. Diese Gleichungen, angewendet auf die Durchlauf-Verbund- 
trager, erhalten eine besonders einfache Form; z. B. bleibt das Stahlmoment infolge Wider- 
lagerverschiebung zeitlich betrachtet konstant, wahrend sich das Betonmoment genau wie 
_ jenes der reinen Betonkonstruktionen dndert. Es gilt nimlich die Gleichung 


M°*t = M® e—#(1+89/2) , 


Aus den Formeln der Verbundkonstruktionen kénnen jene der symmetrisch bewehrten 
Betonkonstruktion abgeleitet werden, wenn in den ersten der Schwerpunktabstand des Beton- 
und Stahlquerschnittes gleich Null gesetzt wird. Im Sonderfall des bewehrten Stiitzlinien- 
bogen stimmen die Gleichungen der strengen Lésung nicht mit jenen von Dischinger iiberein, 
da diese mit Hilfe des Begriffes des behinderten Kriechmafes abgeleitet werden. 

Es wird hier darauf hingewiesen, daB das behinderte Kriechmaf nicht als Ersatz des 
gewohnlichen Kriechmafes ~ zur strengen Lisung der Kriechprobleme bewehrter Betonkon- 
struktionen beniitzt werden darf, da es nicht dieselben Eigenschaften wie gy besitzt. Es gilt 
namlich fiir dieses nicht mehr das Withneyssche Gesetz. 


(Eingegangen am 4. November 1953.) 
Anschrift des Verfassers: Dr.-Ing. G. Nitsiotas, Thessaloniki (Griechenland), Grigoriu-Saliki-Str. 8. 
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Der Spannungs- und Verschiebungszustand drehsymmetrischer 
Membrane mit beliebig gekriimmter Meridiankurve. 


Von D. Riidiger. 


1. Einleitung. Die vorliegende Arbeit setzt sich zum Ziel, den Spannungs- und Verschie- 
bungszustand von drehsymmetrischen Membranen, deren Meridianschnitte durch beliebig 
vorgegebene differentiierbare Funktionen bestimmt sind, in allgemeiner Form zu ermitteln. 
Den Ausgangspunkt hierzu bilden die bekannten Gleichgewichtsbedingungen der Schnitt- 
krafte bzw. die Beziehungen zwischen Formanderungen und Verzerrung des differentialen 
Schalenabschnittes. Die Einfiihrung von Zylinderkoordinaten ist von besonderer Bedeutung 


fiir die erfolgreiche Durchfiihrung der Rechnung. Fiir die Anwendung der Membrantheorie auf — 


praktische Bauaufgaben sind Betrachtungen iiber die Stiitzenbedingungen und das Verhalten 
unter Randkraften von Bedeutung. Dabei werden die von W. Fliigge 1 dargelegten Besonder- 
heiten im Spannungszustand der negativ gekriimmten Schalen unter harmonischen Rand- 
belastungen mit Hilfe des Verschiebungszustandes erlautert. 


2. Geometrische Grundlagen. Der Meridianschnitt der Drehschale wird durch die Funktion 
r = 1 (x) nach Abb. 1 beschrieben. 

Zur Vereinfachung der Rechnung ist es zweckmabig, d mensionslose Koordinaten einzu- 
fiihren. Durch Division mit dem Parameter a folgt mit 9 = r/a und 


€ = x/a die Gleichung der Meridiankurve zu: 


o = o(€). (1) 


Fir die Lésung der gestellten Aufgabe werden die folgenden Differential- 
beziehungen (2) benétigt (vgl. Abb. 1): 


dr a dé ds a 
cos p= —, ds = ——— , R= —= je 
ds sin ~ dy 0” sin? ~ (2) 
. 19\ — 1/2 , 19\— 1/2 
sing = (1+ 9%)" , cosy =o’ (1+ 0%). | 
Abb.1. Geometrie derSchalen- : : 
eat Ulacholund eeordivaten? 3. Der Spannungszustand. Die Membrantheorie der Drehschalen 


sys tem. 


geht bekanntlich von den drei Gleichgewichtsbedingungen der Schnitt- 
krafte am differentialen Schalenabschnitt aus. Sie lauten fiir einen positiv bzw. fiir einen 
negativ gekriimmten Schalenteil: 


cos ~ ONwo 


I 
ge Ne te oe 
1 d(Noyr) cosp , ONyy : 
= ds + Noy — yr ' spe. | Py = 9, (3) 
dp sin 
ey ds SF ee — = ae Pn = 0 © 


In den Gleichungen (3) sind die Schnittkrafte in Meridian- und Breitenkreisrichtung mit Na 
baw. N,,,, die Schubkrafte mit N,,, und N,,, bezeichnet. Durch Po: Py und p, ist die Belastung 
der Mantelflache in Richtung der Meridiantangente, der Breitenkreistangente und der Schalen- 
normalen ausgedriickt. Das wechselnde Vorzeichen der Kriimmung 1/R der Meridiankurve 
wird bei positivem Bogen durch den Zuwachs + dp bzw. die Abnahme — dy des Winkels 7 
zwischen der negativen x-Achse und der Normalen erfiillt. 

Die drei Gleichgewichtsbedingungen (3) sind zwei Differentialgleichungen und eine einfache 
lineare Gleichung, mit der man die Langskraft N,,, eliminieren kann. Beachtet man, da® unter 
Verwendung von (2) 

Als 0( Now r?) 0 (Noy r) Ly £089 
r Os Os cana, 


1 W. Fliigge, Z. angew. Math. Mech, 25/27 (1947) S. 65. 
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und 

1 ANgpgrsing) — a(Ngpr) cos p dy 

Sure eee aera ee ine ae 
ist, dann folgt aus den Gleichge wichtsbedingungen: 

a Noo r sin 7) ONoy “ ' 
as is sin ~ = — Tr (py cos pm + Py sin). 
O(N 2 0 Ng 2 dg n 
ge) tee wae 
y sing ds oy sin p f 


Fur die Ausdriicke Nee rsing und Non r? fibrt man zweckmabig die Abkirzungen F und @ 
ein: 


oF d®D sin ~ : 
a as } Oy 72 —— if (Pn COs 2 +. Pe sin P), | 
4A. 
oF or dy | a See i ery Coa (4) 
oy sin? p ds ds ow sin ~ te 


Die Schnittkrafte der Schale kénnen durch die Funktionen F und © und durch die Kompo- 
nenten der Flachenbelastung ausgedriickt werden: 


es I ONo@ 0M sing ds F Is /0 1 
aN = Te = _ eee = gq a4 : eC a ‘Pn — 
i z Boe Wd oy dsr? dy ae dp \ dy sin yp le 
1 dq r ONyy am 1 
N = 3 2 Me - ie eres aul ve 
ve sin? » ds " sin p oy Sas ay T Py (5) 
ONow — OF il Ib i 


(Pn Cos ce sin @) , Nop =O. 


r2 


ow ds sin sin @ 


Geht man in den Gleichungen (4) auf Zylinderkoordinaten tiber, so folgt mit (2) 


OF CO ' 

rg a Eh pea ee OSE + Po)» | 

oF . kD at OP OF fahi=, Ml | (6) 
ay GOSS 0& = sin p (Fi sin p Py) 


Die simultanen Differentialgleichungen (6) beschreiben in allgemeiner Form den Membran- 
spannungszustand einer beliebig gekriimmten Drehschale nach (1). Sie lassen sich auch in 
zwei Differentialgleichungen zweiter Ordnung umwandeln: 


0 /0F 4 oF an a9? |0?pn_ 1 Opy moe s 

0& (i @ ay? ee sin ~ E sin ~ aa ie 0& [oes Ces P»)| : 0 
0 /a® 1 a7@ I Bs: 3 Opn a Opp | 3 0 Q (Opn 1 
FE Gara ae oe +“ ole Mes a | fae Torco sin 9 ms)): 7 


Der Charakter der Differentialgleicl ungen (7) und (8) fiir die Dehm ngsspannungen wird durch 
das Vorzeichen der zweiten Ableitung der Meridianfunktion g = 0 (é) bestimmt; dennim Falle 
der positiv gekriimmten Schalen ist 9’’ fiir jeden Schalenpunkt negativ, bei den Schalen mit 
negativem Gaufschen Kriimmungsmaf dagegen ist 9’’ stets positiv. Die Differentialgleichungen 
fiir die Dehnungskrafte positiv und negativ gekriimmter Schalen sind also, worauf W. Fliigge 
hingewiesen‘hat, von elliptischem und hyperbolischem Typ. 

Die partiellen Differentialgleichungen (7) und (8) werden durch folgenden Ansatz (9) be- 
friedigt, wenn die allein von  abhangigen Funktionen F,, und @, den Differentialgleichungen 
(10) und (11) geniigen. 


Pn = Pnn cos mW, Nog = Non COS mY > 
Po = Pon cosny, ING — Ne n COSTLY, (9) 
Py = Py 7 sin n W . ING ) = ING yn sin n wy ; 
" 7 5 
0 ks Se 2 Q" Ee = n? QO 1p = Uses % (10) 


pe AO (00) Py 2 ©, = 0° 9°? On:' = 
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In den Gleichungen (10) und (11) sind fiir die Sree reed die Abkiirzungen: 


2 2 
ae (Pon 5 + — Pyn sin ‘alee = lo" (Pan oe Peel 
: i 0 nm pPpnn . 
Q, = — 4° @ (Pan Q’ + Pon) — = p fe p ate ‘) 


cingefihrt worden. Die Beziehungen (5) gehen mit dem Ansatz (9) und den Gleichungen (2) 


uber in 


Neer oe ——— cosny 
eer or Pa Goatees NW, 
Ne =| F,2 Sed! nn i cos nw, | 
= a sin p | 
| , i ao , | 
Noy = F, an (Pan O° et Pon) sin I Y ’ | 
: 
bzw. (12) | 
, ] a nN Pnn 
Nog = i = : ; hy cosnw 
ON P» nao2o0’sing | no” sin?p Ge Pp + Py | ee 
il sin = ) 
ING» = f +40 Pp, | cos ny , | 
: | 
No = P,, a? o2 sin n cv 5 | 


Mit den Gleichungen (12) bekommen die Abkiirzungen F, und ®, die Bedeutung von Span- 
nungsfunktionen, aus denen sich die Schnittkrafte der Membran herleiten. 

Die Zuriickfiihrung der Berechnung des Spannungszustandes einer Membran auf die Inte- 
gration einer Differentialgleichung fiir eine Spannungsfunktion ist in der Literatur wiederholt 
behandelt worden. Der Anfang liegt bei M. Lagally1. Er verfolgt den Spannungs- und Ver- 
schiebungszustand einer beliebigen Membran infolge von Randkraften. Unter Benutzung der 
von W. Blaschke? dargelegten Deutung des Drehrisses als Krafteplan eines méglichen Mem- 
branspannungszustandes fiihrte Lagally die Berechnung der Spannungen und Verschiebungen 
auf dieselbe Differentialgleichung zuriick, mit deren Lisung J. Weingarten? die unendlich 
kleinen Deformationen einer biegsamen unausdehnbaren Flache ableitete. Die Weingartensche 
Differentialgleichung fiir eine Spannungsfunktion f laBt sich aus den Gleichgewichtsbedin- 
gungen (3) und den Beziehungen (5) herleiten. Setzt man 


ip 


sin ~ 


2 


oe ow Os 


ds 


SS rt 
i sin ioe 


( 


so ergeben sich die Gleichungen (5) fiir die Flachenkrafte p, = py = py = 0: 
ee sing @ f \ds 
eS r dp ds eee dy’ 
= Oe: 
No ap Ow as ana P ? (13) 
me 0 fof ds\ , ,dy 
Now Ponta iran 
Mit den Gleichungen (13) 1a8t sich aus der Gleichgewichtshedingung eye: = porecee 
ONoy 9a - A OF 2 cossonefeds sin @ 
ds Os rsin p dy? r @s dp r S| 
_ cosp | d (of ds cos p Of ds sin — dp il Of 
r tas (3 ie) r r 0s dp aie a Paley: ac 


1 M. Lagally, Z. angew. Math. Mech. 

2 W. Blaschke, Reziproke Krafte 
of Mathem. Cambridge 1912. 

* J. Weingarten, J. reine angew. Math. Mech. 100 (1887) S. 296. 


4 (1924) S. 337, 
pline zu den Spannungen in einer biegsamen Haut, Intern. Congr. 
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Der erste Teil der Gleichung liefert eine zweite Beziehung zur Berechnung der Schubkraft IN eit 


ae cosg of ds sin Pp ul OF. 
Noy= r Os dp ap Yr ae sin p r? Op?| ” 


Der Inhalt der zweiten eckigen Klammer verschwindet identisch. Es ist die Weingartensche 
Differentialgleichung, die Lagally aus dev Symmetrie des Spannungstensors herleitete. Das 
-Gleichsetzen der beiden Ausdriicke fiir die Schubkraft liefert ebenfalls die Weingartensche 
Differentialgleichung fiir drehsymmetrische Membrane: 


1 a] of ds dy sin /P uf orf ad 
r as (3s dp sy owdee + r ‘\ 4 ean Nag de (14) 


F, Lébell+ hat den von Lagally dargelegten Lésungsweg auf Membrane erweitert, die einem 
gegebenen System von auGen auf sie wirkender Krafte das Gleichgewicht halten. Die Lésung 
fiihrte Lébell auf eine Differentialgleichung zuriick, die sich von der durch Lagally aufgestellten 
nur um ein Stérungsglied unterscheidet. A. Pucher® stellte die Gleichgewichtsbedingungen 
der Dehnungskrafte positiv gekriimmter Rotationsschalen entgegen der iiblichen Formulierung 
(3) in Richtung des Radiusvektors, der Tangente an den Breitenkreis und der x-Achse auf. Die 
Schnittkrafte werden von einer Spannungsfunktion abgeleitet, die einer linearen partiellen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung geniigt. Die Lisung versagt an Schalen mit senkrech- 
ten Tangenten, da nicht mit den tatsachlichen Schnittkraften gerechnet wird, sondern mit 
deren auf die GrundriBebene bezogenen Horizontalkomponenten. 


4. Der Verschiebungszustand. Der Verschiebungszustand der Schale ist durch die Ver- 
schiebungen u, v und w der Punkte der Mittelflache bestimmt. Die Verschiebungen v und u 
wirken positiv in Richtung der Meridiantangente mit ds bzw. in Richtung der Breitenkreis- 
tangente mit dy. Die Verschiebung w ist in Richtung der Schalennormale positiv nach innen 
definiert. Zwischen der Verzerrung des differentialen Schalenabschnittes und dem Verschie- 
bungszustand gelten die bekannten Beziehungen 


du dy 
i ema 
—_ du cos P sin P 
eyy = r Ow 1 r rere (15) 
Ou dv cos 
Yow — =F, a r ow fa 


Die Verzerrung ist mit dem Spannungszustand durch das Hookesche Elastizitatsgesetz ver- 
kniipft: 


iL Nog 
e90= En (Neo —” Now) = eR” 
1] Nyy 
eye Nye ey) = a (16) 


1 2N 
You= Eh 2 (1 + 7) Nop a ae 


Hierin ist E der Elastizitatsmodul, y die Querzahl und h die Schalenstarke. 

Aus den drei Beziehungen zwischen Verzerrung und Verschiebungszustand kann die Ver- 
schiebung w normal zur Schalenmittelflache eliminiert werden. Beachtet man, daB unter Ver- 
wendung von (2) 


as ° 
if Os r 


eo ee 


v dv y L98P dp 
piss sing ds 


1 F, Lébell, Z. angew. Math. Mech. 7 (1927) S. 463. 
2 A. Pucher, Intern. Vereinigg. f. Briickenb. u. Hochb. 5 (1938) S. 275. 
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ist, dann folgt aus (15) und (16) 
0 ] ove Le Wee | 
ds \r Op r? 9° Ehr * 


0 v Cee OP: pe) ele W Nad. dp | 
ds ee Al dy sin? ds Ehsin p ae ¥¥ sing ds |- 


Fithrt man in das simultane System (17) Zylinderkoordinaten ein, so ergeben sich mit (2) und 
den Abkirzungen 


(17) 


a u a 9 Now = W 
Me ne Fis sing ? “Eh osing’ Ms Ex? G Nyy bees vee 
die Gleichungen: 
oF =f aD ] eee e | 
0g Oy a 02 
i (18) 
a O® 


ee ee 


Die simultanen 5 ees a (18) beschreiben den Verschiebungszustand der Mem- 
bran 90 = o(é) fir einen beliebigen Spannungszustand nach (5). Sie lassen sich auch in zwei 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung umwandeln: 


a(or , ORs eon ere 
& e) Si wep eee oe 
a(a® 1 a2 | aS a(x 
ae ayes eel ace Ne 20 
2(% 7) Oy? @? a oy A; =) ag 


Die Differentialgleichungen (19) und (20) fiir die Formanderungen der Schale sind, wie schon 
M. Lagally mit der Weingartenschen Differentialgleichung gezeigt hat, abgesehen von den 
Storungsfunktionen mit den Differentialgleichungen (7) und (8) des Spannungsproblems 
identisch. 

Der Verschiebungszustand mit u, v und w kann analog den Beziehungen (5) durch die Funk- 


tionen F und @ und durch die bekannten Schnittkrafte der Membran ausgedrickt werden: 


i —— F a 0 9 
av pa Or: 
epg’ sing (% — @), 
Ow RES, a & I ar aNy y 1 6S 
op e 0g Oe sin p dy® oe oy ~=Ehsing eas : 

baw. (21) 

du 1 (ab 
poate): 

Oe i) sin @ , 

ee 1 N Now 
a eo” sing + coop +1 (2 — a Nev). 


Legt man einen im Breitenkreis harmonischen Spannungszustand nach (9) zugrunde, so werden 

die partiellen Differentialgleichungen (19) und (20) durch die allein von & abhingigen Funk- 
tionen F, und ©,, befriedigt, wenn diese den totalen Differentialgleichungen 

0 Fee otk ne oF, = Pe (22) 

0 BF — (9 0") D+ n2 0'? @, = @? 9’ 0, (23) 


mit 


oe += (¢ Gn)’, 0n=|—anG, nee a “Al 


genigen. Sind nach Integration der Differentialgleichungen (22) und (23) die fiir den Verschie- 
bungszustand charakteristischen Funktionen fF’, und ©, bekannt, so kénnen die Formande- 
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rungen aus den Gleichungen (21) abgeleitet werden: 
u=F,agsinny, 
ae oo (Fi, — G,) cosnyp, 
7 
aQ Tv n* Ny yn nm - 
w= —|( Ff cS F wo a v :08 
bzw. (24) 
= ] , : 
ee no” (@,, -— Mn) SHE GE 
v= — ®, sing cosny, 
1 oY EN 1 Mn ne yn 
iy ieecy | C yr ———— | — SS PL eS 208 Wr 
eran e D+, cosy + ane & ¢ En} | co 


Die Verschiebung w folgt auch mit (15b) aus beiden charakteristischen Funktionen ohne Diffe- 
rentiation zu 


a a News 


ee cos Il w . 


— bee 1, cos — - 
sin Pp 
Damit ist die Berechnung der Verschiebungen der Membran auf die Integration einer Diffe- 


rentialgleichung fiir eine charakteristische Funktion F baw. @ zurickgefiihrt. 


5. Lésung der Differentialgleichungen. Bei der Lésung der Differentialgleichungen fiir den 
Spannungs- und den Verschiebungszustand werden drehsymmetrische, antimetrische und die 
harmonische Belastung mit n > 2 unterschieden. 

Fir Drehsymmetrie sind die Lésungen im allgemeinen bekannt. Mit p, = 0 verschwindet 
die Schubkraft IN oe und die Verschiebung u. Die Schnittkrafte ING oe Nes und die Verschie- 
bungen v, w werden aus den allgemeinen Gleichungen fiir 0 = @ =n =0 hergeleitet. Unter 
Umgehung der Zwischenrechnung folgen die Gleichungen: 


ig 
= 2 [tome +p) 08 +e], 


PPo osin p 


sin ~ 


é 
Nyy,= — 40’ sing [on 0 = pe) 0 98 4 c| =e 
(25) 


é 
nom +sing| [3 dE + ae 


E ae 
Wy = 4- cosp| [reat + ¢| Sanaa 


Der Index 0 deutet auf die drehsymmetrische Belastung mit n= 0 hin. C und C kennzeichnen 
die Integrationskonstanten, die den Randbegingungen angepafBt werden kénnen. 

Im Falle der antimetrischen Belastung ist n = 1. Ersetzt man in der verkiirzten Differen- 
tialgleichung (10) die Funktion F, durch 7,(&)/@, so vereinfacht sich diese zu y’’ = 0. Daraus 
folgen mit den Integrationskonstanten A und B die Lésungen 


F, =—(4E+ 8B), Oe “adig—f0) abo. 


Sie gelten fiir eine beliebige Meridianfunktion nach (1). Die vollstandigen Lésungen kénnen 
durch Variation der Konstanten berechnet werden; z. B. ist 


F\=7[AE+ B+ AGE + BE), 
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wobei die Funktionen A (£) und B(&) dem Gleichungssystem 
é 1 aN a 
ery aly As) Bi lee ee 
i) i Q @ u Q | Q 


geniigen. Definiert man die Abkiirzungen 


é &€ 
JO= f P,(&) dé, JQ | Pie eds 
E & 
LO = [ Q,(é) @’ dé, Le) = { Q(&) (e — & 0’) dé, 
dann ergeben sich die Lésungen der vollstandigen Differentialgleichungen (10) und (11) zu 
I 
Pe Se oe eae | 
Lae6 [Ji eee eee (26) 
O,= (69 —0) +40) +e (E+ Ba),| 
woraus sich mit (12) der Spannungszustand bei antimetrischer Belastung berechnet: 
SEL AE, 1 — Je) 
oo Fag Oe ee ap icoae | 
1 / 
Nye = Se pr lit 00) (Th) ot @) Sree (EY Ba) cae | (27) 
0” sin ~ DCE TE ie 
Noy= (SEE UP + 4) — JO + B] — TEES sin. 


In derselben Weise kann auch der Verschiebungszustand explizit geschrieben werden. Die 
Lésungen F’, und ®, nach (26) werden durch F, und PD, mit JM, J@) und LQ), Le) ersetzt, 


wobei die Funktionen P, und 0, an die Stelle von P, und Q, treten. Aus den Gleichungen (24) 
ergeben sich dann die Vevetienaneen fiir den artic erieshen Spannungszustand zu 


u=a[E (J) + 4) —JO+ Bl siny, 
C= a [(é 0’ —@) (£0) —Aa)+oQ’ (L?) — Ba)| cosy, 
[E (JM + A) — JQ + B)+ cos y [(E @’ — g) (LM — Aa) +e’ (L) — Ba) | a) 


Nyv.a @ 
~ Ehsin 2 eos : 

Bei harmonischer Belastung n > 1 laBt sich ein allgemeines Integral der Differentialglei- 
chungen mit einer beliebigen Meridianfunktion nicht angeben. Fiir zwei Gruppen von Funk- 
tionen ist es jedoch méglich, die Lésungen fiir den Spannungs- und den Verschiebungszustand 
auf die Integration bekannter Differentialgleichungen der Physik (Telegraphengleichung, 
Potentialgleichung und Differentialgleichung der schwingenden Saite) zuriickzufihren. 

Die erste Gruppe von Meridianfunktionen ist durch 0’’ = + x? ¢ definiert. Ihr gehéren die 
Funktionen 9 = cosxé, 9 =sinw&, 0 =Woj xf, 9 = Gin x&, 9 =e—*', 9 =et** an. 
Fihrt man I’ = x 9" in die Differentialgleichung (7) ein, ergibt sich 


OOK eee OLY an 
oe 8 @ & +x) 


w=}; sin ~ 


ce 0? pn il <4 Op» 
sing | dy? sin p ow 


as [o* (Pa.0’ + Po)]- (29) 


Bei harmonischer Belastung nach (9) folgt aus (29) die verkirzte Differentialgleichung 
An + Un 0’ O(n? — 1) = 0. Diese Gleichung ist fiir Schalen mit positiver Krimmung auch 
von W. Zerna’ gefunden worden. Nach einer dort vermerkten Notiz haben sie P. Nemenyi 
und C. Truesdell? zuerst aufgestellt. 

Das Vorzeichen der zweiten Ableitung der Meridianfunktion bestimmt den Charakter der 
Lésung von (29); denn fiir die positiv gekriimmten Schalen werden die Wurzeln der charakte- 
ristischen Gleichung A? =F (n? — 1) x2 = 0 reell, namlich Ay, = + xYn2—1, fiir die negativ 
gekrimmten Schalen dagegen imaginar: 1,, = +i x yn? — 1. Hier erkennt man die Aus- 


1 W. Zerna, Ing.-Archiv 17 (1949) S, 223. 
2 P. Nemenyi u. C. Truesdell, Proc. Nat, Acad. Sci. USA 29 (1943) S$. 159. 
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wirkungen des Charakters der Differentialgleichungen fiir die Dehnungsspannungen positiv 
und negativ gekriimmter Schalen. Im ersten Falle — die beschreibenden partiellen Diffe- 
rentialgleichungen (7) und (8) sind von elliptischem Typ — fiihrt die Losung auf e-Funktionen: 


Fi=—|A eta pee lene 


Ke 


@,= — al ae aa ee o’ +0 xn? — 1) = in ee ae + 0 xn? me 1)| é 


TL 


im zweiten Falle — die partiellen Differentialgleichungen (7) und (8) sind von hyperbolischem 
Typ — auf trigonometrische Funktionen: 


id a = 
ie aires cos /n2 —1lx&+B sin Jn? Sed el. 
o, = —{A [o’ cosyn? —1lxé+x yn? — losin jn? —1xé] 


+ B[o’ sin yn? —lxé—x yn? —1 0 cos yn? = Lxél}. 


Die Lésungen der vollstandigen Differentialgleichungen (10) und (11) werden damit, wie auch 
bei der antimetrischen Belastung, durch Variation der Konstanten berechnet. Fir die positiv 


gekrimmten Schalen nach 0’’ = — x? 0 folgen mit den Abkiirzungen 
Eigen = E = 
j= fe" Pp. ae’, Jy | eo =P de, 


E ity é 
1 —x ; = m xu 
IVa fe *(o' feo) Onde, LD = fot*f(—o +50) 0, d 


die Lésungen 


4 = (JM eff) 7 
pee: +x€ le gaa ice 
P Life eo ba ag ~ Bi) 
30) 
3 alee 5: 12 ( 
—_ yA / wy Li —Hé , ay n B 
0,=|e* 5 (0 mo) (5h 2 | e (o | 70) (ge + a). 
Definiert man fir die negativ gekrimmten Schalen 0’’ = + x’? 0 die Abkirzungen 
S é 
JM — f sine é P, dé, JD =f cosxé P, dé, 
E E 
LY — | (o’ sinzE —% 0 cos HE) Q, dE, LO — f (0’ cosxé + Ho sin XE Q, dé, 
dann berechnen sich die vollstandigen Lésungen zu 
(1) Toe 
F, = + [eos %é(— = + A) +sinze(+" a B)), | 
, S: = Bes L”) Aa | j 
®,=|(0 cosx&+x0 sin? 2)| 2 2 (31) 
Fra : ie Le?) Ba | 
+ (0 sin RE — Zo cos #8)(+ + 2). | 


Mit den Funktionen F,, und ®, nach (30) und (31) kénnen unter Zuhilfenahme von (12) und (24) 
die Schnittkrafte und Verschiebungen abgeleitet werden. In den Verschiebungsgleichungen ist 
wiederum aes J) und L®, ie durch wie pe und L® 5 L?) mit P,(é) und 0.,(E) zu ersetzen. 
Auf eine Wiedergabe der Endgleichungen wird verzichtet. 

Die zweite Gruppe von Meridianfunktionen, die auf geschlossene Lésungen der Differential- 
gleichungen fiihrt, ist durch 0’’ = 7 x 9° festgelegt. Die Bedingung enthalt die folgenden 


Schalen: 
24 
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a&<7 D> 


Die elliptische Drehschale: o-(-t}?C 
go 

Die Kugelschale mit x = il ¢ Q- gz <= Q te 

Die Parabelschale: g- (eyes)? a en oe 

Das zweischalige Rotationshyperboloid: 9-(cf47/? é 


ae 
Das einschalige Rotationshyperboloid: — 9- aay Fae 
c 


ws 
sD 


E 
Fiihren wir in die Differentialgleichung (7) eine neue Variable ¢ =| Vxo?d& ein, dann 
ergibt sich mit 


ee @ (OR Van ES 
Gee de | Oe 2 gel gee = gem eee 


S 


die folgende Gleichung: 


o2F OL) hy a” o* [ 0?pn 1 Opy feet 0% Ue , 9 
Oe we Oy %sin | Oy? sin p be ow x O& [et Pw 8 or Po) : (329 


Die Differentialgleichung (32) fahrt bei harmonischer Belastung mit 9’’ = + x 9° auf die 
charakteristische Gleichung 22 = n? = 0. Fir die positiv gekriimmten Schalen ergeben sich — 
damit die Lésungen | 


Piese at Aen se Se Bre mes, | 
®, = —Aafuet™®*+ Bayue—", | (33 
wahrend fiir das einschalige Rotationshyperboloid die trigonometrischen Funktionen 
F, =Acosne+ Bsinne, 
(34) 


®, = —Aayxsinne — Bayxcosne | 
als Lisungen folgen. Auch hier werden die vollstandigen Integrale von (10), (11) und (22), (23) 
durch Variation der Konstanten berechnet. Mit 


JO = [ e—"8 0 Pi dé, JO = fetne9 P, dé, 


& E 
Ly) = J e—"*Q, dé, Ly) = fet*Q, dé 
folgen fiir die positiv gekriimmten Schalen 9’’ = — x og? die Lésungen 


i ( (1) yj 
Seed i Cah A 3) ee) 
- 2Vun 1 2Vun 


A L®) (2) 
D,= yx LS ee(4et ae) te Ba + bn ) : 


(35) 


2m 
Fir das einschalige Rotationshyperboloid ergibt sich: 


yo (2) 


Jf 
Fea (4-72 con ne +(B + 2 Jsinne, 
un zn 


| LQ) LQ 
D,, =x Aa : sine —| B-+—2—] cos ne}, 


u “xn 


(36) 


wobei die Abkiirzungen 


§ é 
JM — fsinneo P, dé, JO = feosneg P, dé, 
1 ; y 
L” = | cos née Qn dé , LY — fsinne Q,dé 


eingefithrt wurden. 
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Die Lésungen (35) und (36) beschreiben mit den Gleichungen (12) und (24) den harmonischen 
Spannungs- und Verschiebungszustand fiir die Drehschalen 0” =-xo*. Zur Berechnung der 
Formanderungen ist zu bemerken, da an die Stelle der Funktionen F, und @,, die Hab und D,, 
mit Pp, und 0, treten. 

Um an die bereits bekannten Lésungen der Kugelschale und des einschaligen Rotations- 
hyperboloides Anschlu8 zu finden, betrachten wir den Zusammenhang der Funktion ¢ mit der 
Veranderlichen €. 

Fir die Ellipse mit @ = (1 — x &?)1/? folgt 


| pe ee Cs 
é= | ees =m 2g fx 6 = In-—— 


und somit 


1 il n 1 en 
SEA + ¥xé) ; ee | 
Der Sonderfall der Kugelschale liefert nun aus (35), da 
fo x 6 5 
es dy c= — = cos ; Gi = ely 


ist, unter Verwendung von (12) die Gleichungen fiir die Schnittkrafte, die H. ReiBner} an- 
gegeben hat. 
Das einschalige Rotationshyperboloid lefert mit @ = (1 + x &?)}/? 


und damit 
cos €= — = —, eee Gis (37) 
0 r 


Die Funktion ¢ bekommt eine geometrische Bedeutung. Sie ergibt sich hier als der von 
W. Fliigge definierte Winkel zwischen den beiden Meridianebenen, die eine Erzeugende im 
Kehlkreis x = 0 und in einem beliebigen Punkt der Schale schneiden. Bekanntlich berechnet 
W. Fliigge die Schnittkraftgleichungen der einschalig hyperbolischen Drehschale nicht aus den 
Gleichgewichtsbedingungen der Schnittkrafte am differentialen Schalenabschnitt, sondern 
durch Zerlegen einer harmonischen Randbelastung in die Richtung der Erzeugenden; denn 
fur die negativ gekrimmten Membrane besitzt ja die den Spannungszustand beschreibende 
partielle Differentialgleichung reelle Charakteristiken, langs derer sich Unstetigkeiten der 
Randwerte iber die ganze Schale fortpflanzen. Auf Grund dieser Tatsache hat R. Sauer ? 
die Membrantheorie fir beliebig geformte negativ gekriimmte Schalen mit Hilfe des Blaschke- 
schen Kraftrisses geometrisch ausschaulich dargestellt. Die Spannungen dieser Schalen 
gehorchen im Netz der Asymptotenlinien einfachen geometrischen Beziehungen und kénnen 
als Grenzfall der Spannungszustinde in zwei Scharen gegenseitig verknoteter gespannter 
Faden, die ein Vierecknetz mit nicht ebenen Vierecken aber ebenen Vierkreuzen erzeugen, 
dargestellt werden. 
Entwickelt man in den Fliiggeschen Schnittkraftgleichungen: 


. nm . 
cos mé = cos" € — (5) cos"—? ¢ sin? € ty) COs? = 6 SiN" 6-3 a5 


"| : n ; n at : 
sin né = (7) cos"—! ¢ sine — (3) cos"—* sin? ¢ + (3) cos" .esinbe +... , 


und beachtet man (37), dann stellen sich die Schnittkrafte als Polynome von x und r dar, die 
R. Rabich * verwendet hat. 


6. Die Randbedingungen des Spannungs- und Verschiebungszustandes. Sind an den 
Schalenrindern Randbedingungen vorgeschrieben, so kénnen diese durch die Lésungen der 
verkiirzten Differentialgleichungen befriedigt werden. Zur Verfiigung stehen bei drehsym- 


1 H, Reifner, Spannungen in Kugelschalen, Miiller-Breslau. Festschrift Leipzig 1912. 
2 R. Sauer, Z. angew. Math. Mech. 28 (1948) S. 198. 
3 R. Rabich, Bauplan. u. Bautechn. 7 (1953) )S. 310. 
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metrischer Belastung je eine, bei harmonischer Belastung je zwei Integrationskonstanten fiir 
vorgeschriebene Schnittkrafte und Verschiebungen. 

Es bestehen vier mégliche Stittzungsarten an den Randern I und II, welche nicht im 
Widerspruch zur Membrantheorie stehen. 


@) ©) 8) @ 
Rand I: Net oo Teal) oy =0 iy = 
Nop LV ous Noo = Nooy Noy = Nowy Now ee Nowy 
Rand IT: uy, =9 uy = 0 vy = 0 uy = 9 
vy = 9 Noo = Noor Now = Novi Noo= Noor 
Betrachten wir z. B. einmal fiir eine Schale mit 9’’ = — x g-* den Spannungszustand, wenn 


nach @ an beiden Randern die Meridiankrafte vorgeschrieben sind. Aus (12) ergeben sich mit 
(35) fir py = py = pn = 0 die beiden Gleichungen zur Bestimmung der unbekannten Inte- 
grationskonstanten zu 


+ ne —ne . 

Ae 14 Be T= N,,,,4 01 sin gr, 
+ ne —ne : 

Aer lI Be Il Nee @ O77 SiN YI - 


Setzt man die aus dem Gleichungspaar berechneten Konstanten A u. B in die Schnittkraft- 
gleichungen ein, so ist der Spannungszustand der Schale bekannt. Fir die Verschiebungen gilt 
dabei die Bedingung, da an beiden Schalenrandern uy und uy nach (24) verschwinden missen: 


At? os Ben oe ou 0, 
Aet™U4t Be "UWraauzy =0. 


Da die Nennerdeterminante des homogenen Gleichungspaares stets einen von null verschiede- 


nen Wert hat, so kann es nur mit PET befriedigt werden. Das bedeutet aber, daf ein 
dehnungsloser Verschiebungszustand des Schalenmantels ausgeschlossen ist, was fiir positiv 
gekrimmte Membrane in jedem Falle zutrifft. (EKiflachensatz). Fiihrt man dieselbe Betrach- 
tung fiir eine negativ gekrimmte Schale, z. B. fir das Katenoid, durch, dann stellen sich 
einige Besonderheiten heraus. Auch hier ergeben sich nach (12) zur Bestimmung der Kon- 
stanten zwei Gleichungen: 


Acosxé + Bsinx & = Noy, @ 07 sin G1, 
Be ot ig Ra > 
A cos x fur+ B sin x Exy = Veen @ Qyy SIN PIT - 
Die Nennerdeterminante D = sin x (&); — £3) kann verschwinden, wenn 


(Eng 63) 6 ee oe (ee ee) (38) 


ein ganzzahliges Vielfaches von z ist. Fiir die Schalenhéhe H = az l/x yn — 1] kénnen die 
Integrationskonstanten nicht bestimmt werden. Diese Besonderheit hat W. Fliigge am ein- 
schaligen Rotationshyperboloid festgestellt, und er hat auf die Notwendigkeit einer naheren 
Untersuchung hingewiesen. Die Integration der Differentialgleichungen fiir den Verschiebungs- 
zustand gibt iiber die Bedeutung von (38) AufschluB, denn ebenso wie fiir die Schalen mit posi- 
tiver Kriimmung gelten wegen uy = uy = 0 zwei Gleichungen: 


A cosx&+ Bsinx&é; =auy = 0, 
A cos% éy+ B sin x y= auy= 0, 


die dann und nur dann eine von Null verschiedene Lésung fiir A und B liefern (eine Lésung 
also, bei der sich dehnungslose Verschiebungen des Schalenmantels einstellen kénnen), wenn 
die Koeffizientendeterminante Kp = sin % (11 — &:) verschwindet. Diese kann aber fiir (38) 
null werden. Damit ist bewiesen, daB fiir Membrane mit iiberall negativer Kriimmung unter 
harmonischer Belastung mit n > 2 das Verschwinden der Nennerdeterminante bei der Berech- 
nung des Spannungszustandes unter Randlasten eine unendlich kleine Beweg- 
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lichkeit der Schale! anzeigt; denn fir die Membrane mit iiberall positiver Kriim- 
mung ist jede der méglichen Stiitzungen @ — @ starr, was auch mit Ausnahme von H — co 
fir den antimetrischen Belastungszustand der negativ gekriimmten Drehschalen (1) gilt. 

Die nachfolgende Tabelle stellt die méglichen Falle von unendlich Kleiner Beweglichkeit fiir 


die Schalen 9’’ = + x? 9 und 9’ = + x 9-8 zusammen. 
.  Stiitzung 
und Be- 
Se 
Schalen- \. Upr=0 | Up 7-0 
is mn“? | Ur 
NS iS 
l. o =+x0 l. op +0 
| Di Kp — 0 Des M3 Igy se O D202 Ip s= O 
oe” = x2 0 == 0 fiir: 250) = 940 2, 0; = 0 
Kp += 0 Vee re : D = Kp = Ofiir: D = Kp = 0 fir: 
x Vn? —1 fy pe eer 
| x Vn? —1 2% /n?— 1 
| | DD Kp = 6 | DES KGy 0) ID IS py =D 
Fey oS 2 = fiir: | fiir: (epee 
| Kp + 0 ; me oe 1 _ & | i 
| SET ol ane oe ADS €II ek 1) 


7. Zusammenfassung. Die Einfihrung von Zylinderkoordinaten (x, r, y) in die Gleich- 
gewichtsbedingungen der Schnittkrafte bzw. in die Beziehungen zwischen Verzerrung und Ver- 
schiebungen am differentialen Schalenabschnitt erméglicht die Berechnung des Spannungs- 
~und Verschiebungszustandes von drehsymmetrischen Membranen mit beliebig gekriimmter 
Meridiankurve auf die Integration einer einfachen, linearen partiellen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung fir eine charakteristische Funktion F bzw. ® zuriickzufihren. Eine ge- 
schlossene Lésung und damit eine Darstellung der Schnittkrafte und Verschiebungen durch 
explizite Formeln ist bei harmonischer Belastung ) (x, y) = p, (x) cos np fiir zwei Funktions- 
gruppen 0’ = x? 9 und 0’’ = = x 0-3 méglich. Im Sonderfall der drehsymmetrischen und 
der antimetrischen Belastung mit n = 0 und n = 1 gelten die Gleichungen der Schnitt- und 
VerschiebungsgréBen fiir eine beliebige Meridianfunktion @ = o(€). Die Betrachtungen der 
Randbedingungen offener Schalen bei harmonischer Belastung geben tiber die infinitesimalen 
Deformationen einer drehsymmetrischen Membran mit iberall negativer Krimmung Auf- 
schluB. 


(Eingegangen am 11. November 1953.) 
Anschrift des Verfassers: Dr.-Ing. D. Riidiger. Dresden N 6, Kénigsbriicker Str. 70. 


1 Siehe die FuBnote 3 von S, 338. 
J. Jellet, Abhandlungen der Royal Irish Academy XXII. Band (1853) 8. 343. 
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Darstellung raumlicher Kraftesysteme durch rechtwinklige Kraftkreuze. 


Von E. Mewes. 


1. Die verschiedenen Darstellungsarten. Untersucht wird zunachst die Aufgabe, an dem 
Mast eines Segelbootes die Einspannkrafte und Einspanndrehkrafte! zu berechnen. Dazu 
koénnen auBer den Gewichtskraften die Form der Segelflache und die Verteilung der Driicke vor 
und hinter der Flache herangezogen werden. Geniigen wiirde dafiir aber auch, die res ul - 
tierenden Wirkungen der Krafte am Segel zu kennen. 

Es ist bekannt, da8 dreidimensional verteilte Krafte (z. B. an einer Wasserturbinenschaufel) 
im allgemeinen nicht zu einer Resultierenden zusammengefait werden kénnen. Sie lassen sich 
zu zwei Kraften (Kraftkreuz) oder zu einer Kraft und einer Drehkraft statisch gleich- 
wertig zusammensetzen. Im Fachschrifttum ist gezeigt, daB8 solche Zusammenfassungen fir 
die gleiche Kraftegruppe in ganz verschiedener Weise méglich sind. Spezielle Darstellungsarten 
sind 1. der Ersatz der raumlichen Kraftegruppe durch zwei Krafte, von denen die eine in einer 
bestimmten Ebene liegen und die andere senkrecht auf dieser Ebene stehen soll — diese Dar- 
stellung wird hier rec htwinkliges Kraftkreuz genannt — und 2. die Zusammenfassung 

zu einer in der mit Zentralachse bezeichneten 
Gotfel See Geraden wirkenden Kraftschraube, bestehend 
iB aus einer Kraft R und einer Drehkraft S (Abb. 1). 


1, 
S 


Baum 


Windeinfalls- é 
Ve Notting i oR 


0 i a g 
Abb. 1. Segelin 3 Projektionen mit Angabe der Abb. 2. Anderung der GréSe der resultierenden Drehkraft mit dem 
Kraftschraube. Abstand des Sammelpunktes von der Zentralachse. 


Die Kraftschraube ist diejenige Darstellung, die der Darstellung durch eine einzelne resul- 
tierende Kraft sozusagen am nachsten kommt. Die resultierende Drehkraft S weist unter den 
Darstellungen der gleichen Kraftegruppe durch Kraft und Drehkraft bei einer Sammlung auf 
der ,,Zentralachse“‘ den Kleinstwert auf. Eine Zentralachse laBt sich nur dann nicht ermitteln, 
wenn die resultierende Kraft verschwindet (R = 0). Eine alsdann auftretende resultierende 
Drehkraft S wird lediglich durch Gré8e und Richtung gekennzeichnet; sie hat fir jede parallele 
Achse dasselbe Drehbestreben. Die Entscheidung dariber, ob bei praktischen Untersuchungen 
mit einem der Sonderfalle S = 0 oder R = 0 gerechnet werden kann, ergibt sich aus einer Be- 
trachtung von S/R. Fir einen Punkt in der Entfernung e von der Zentralachse ist das resul- 


tierende Moment S, im Verhaltnis zum Moment S gleich yj + e iP Diese GesetzmaBigkeit 


ee | om 
ist in Abb. 2 wiedergegeben. Sind die bei dem Problem auftretenden Langenabmessungen stets 
klein gegeniiber S/R, dann ist das Moment iiberall fast gleich groB; es kann also naherungs- 


. * Nach dem Vorbild von R. Grammel, Der Kreisel, Berlin 1950 (2. Aufl.) wird hier die Bezeichnung 
yrehkraft anstelle von Kraftepaar und Moment verwendet. Drehkrifte sind in den Abbildungen 
hier durch gebogene Pfeile dargestellt. 
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weise mit R = 0 bei S + 0 gerechnet werden. Die Zentralachse ist fiir diesen Fall bedeutungs- 
os. Ist dagegen die GréBe S/R sehr klein im Vergleich mit vorkommenden FinfluBlingen, 
dann wird naherungsweise auch mit S = 0, R + 0 gerechnet. 

Schlink und Dietz, die als Vertreter der modernen Literatur dieses Gebietes angefiihrt seien, 
srwahnen nur kurz die Kraftschraube und die Kraftkreuze. Gearbeitet wird vielmehr zumeist 
mit der Darstellung durchsechs Komponenten (Pliickersche Koordinaten), das sind 
drei Kraftkomponenten und drei Drehkraftkomponenten bei Bezug auf ein raumliches Achsen- 
kreuz. In Abb. 3 sind fiir die Kraftwirkungen an einem Flugzeug diese sechs Komponenten, 
und zwar die Kraftkomponenten X, 

Y, Z und die Drehkraftkomponenten alle 
L, M, N fir die x, y, z-Achsen im 
Punkte 0 angegeben. 

Dem Ziel, die jeweils eleganteste 
Methode fiir die Lésung statischer Auf- 
gaben festzustellen, wird im Schrift- 
tum viel Raum gewidmet. Darum wird 
auch hier gezeigt, daB insbesondere bei ry 
Aufgaben zur Bestimmung von Lager- 
kraften an unter rdumlichen Kraften 
stehenden Kérpern die Benutzung 
rechtwinkligerKraftkreuze 
fiir die Darstellung resultierender raum- ve 
licher Kraftewirkungen Vorteile bietet. 12 
Dafiir werden im folgenden Abschnitt Psd Se ee MINT ooh a Maee ae 
zwei Beispiele behandelt. 


2. Durchrechnung von Beispielen. a) Das erste Beispiel (Abb. 4) betrifft die Bestimmung 
der Krafte in einem Gestell, das vollstandig sy mmetrisch und statisch bestimmt auf- 
gebaut ist. Die sechs Stabe des Gestells sind durchweg Zweigelenkstabe, in denen nur Normal- 


Sevtenansicht Vorderansicht 


Kratteplan 
Ansicht A 


Abb. 4. Bestimmung der Krifte in der Halterung eines Flugzeugmotors. 


krafte auftreten. Es handelt sich um die Aufhangung eines Flugzeugmotors, wofiir auch bei 
Schlink und Dietz eine Lésung angegeben wurde. Die Stabkrafte sind S,;, S,,, S21, Ser, S31, S3r- 
Die Vektorsumme von S,; und S,, hei®e S,. Die entsprechenden Gré8en fiir die anderen Stab- 
paare sind S, und S;. Zerlegt werden die Krafte in Komponenten in der Symmetrieebene (Sj, 
S;, Si, in der Seitenansicht in die Projektionsrichtungen der Stabe fallend) und senkrecht dar- 


1 Schlink u. Dietz, Technische Statik, Berlin 1948. 
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auf (S{, $3, 83, durch die Schnittpunkte der Stabrichtungen / und r jeweils in Querrichtung 
gehend). 

Bekannt ist die Méglichkeit vereinfachter Berechnung fiir symmetrische Bauwerke, indem 
dic Belastung in sogenannte symmetrische und gegensymmetrische Belastungen zerlegt wird. 
Bei jeder dieser Teilbelastungen sind die Krafte in den Staben zu beiden Seiten der Symmetrie- 
ebene gleich gro8, fiir gegensymmetrische Belastung dabei mit entgegengesetzten Vorzeichen. 
Die Vektorsummen der Krafte in den einzelnen Stabpaaren sind fiir die gegensymmetrische 
Belastung jeweils die Querkrifte S{, S3, S3, fiir die symmetrische Belastung Sj, S303 dalle 
die in die Symmetrieebene fallenden Komponenten. 

Anders als bei Schlink und Dietz sind nun hier die symmetrische und die gegensymmetrische 
Belastung durch je einen Kraftvektor allein dargestellt (Abb. 4). Der die gesamte symmetrische 
Belastung enthaltende Kraftvektor V entspricht X, Z und M (Abb. 3), der die gegensymme- 
trische Belastung enthaltende Vektor Y (Abb. 4) umfaft die Komponenten Y, L und N von 
Abb. 3. 

Es folgt eine Schilderung der Bestimmung der S’-Werte aus V, der S’’-Werte aus Y und 
schlieBlich der Stabkrafte S aus den S’- und S’’-Werten. In der Seitenansicht ist V mit Sj, 
ferner Sj mit S3 zum Schnitt gebracht worden (Abb. 4). Durch die beiden Schnittpunkte geht 
die Culmannsche Hilfsgerade h. Mit ihrer Hilfe werden im Krafteplan die GréBen Si, Sos 4 
ermittelt. Wie die Vorderansicht zeigt, liegt der Aufhangepunkt der Stabe 1 r und 1/ gemein- 
sam auf der Symmetrieebene. In der Vorderansicht werden auch die Stablinien 2 r und 21 usw. 
auf der Symmetrielinie zum Schnitt gebracht und damit die Hochlagen der Komponenten Sj 
usw. bestimmt. Die vollstandige Lage der DurchstoBpunkte dieser Komponenten durch die 
Symmetrieehene werden durch Ubertragung dieser Schnittpunkte auf die Seitenansicht ge- 
wonnen. Nachdem die Lagen der Querkraftkomponenten festgestellt worden sind, vollzieht 
sich die Ermittlung ihrer Groen z. B. in folgender Weise. In der Seitenansicht werden je zwei 
der DurchstoBpunkte miteinander verbunden in der Weise, daB diese Verbindungslinien sich 
schneiden. In Abb. 4 ist dementsprechend Y mit Sj und Sz mit S3 verbunden. Unter Be- 
nutzung der auf diesen Verbindungslinien auftretenden Abschnitte a, b, c, dist aus 


Ya = 5.0. So 6 155 dn Y¥ - SP=S5. 4-84 (1) 
zu errechnen 
Weer 7 a ae da+b ae © ob 
oe eet Te. ete ioc ieee ce 


Aus Sj und S{ usw. ist dann S,; und S,, bestimmbar, indem eine Zerlegung in der Stabebene, 
wie in Abb. 4 in der ,,Ansicht A“ dargestellt, durchgefiihrt wird. Es gelten auch die Be- 
ziehungen, wenn die einzelnen a- Werte die Winkel der ecinzelnen Stabe gegeniiber der Symme- 
trieebene bedeuten: 


SD ane cosa coher) 
2 


sin % 


b) Das zweite Beispiel ist 
etwas schwieriger gewahlt. Bei 
ihm liegtim Gestell nicht mehr 
vollstandige Symmetrie vor 
(Abb. 5). Das Gestell soll die 
Halterung eines Flugzeug- 
schwimmers wiedergeben. Die 
mit dreidimensionaler Ver- 
teilung am Schwimmer wir- 
kenden Wasserkrafte sollen ahnlich wie im ersten Beispiel durch einen Kraftvektor V in der 
Symmetricebene des Schwimmers (y = 0) und einen normal zu dieser Ebene gerichteten 
Kraftvektor Y wiedergegeben werden. 

Der Schwimmer ist an vier in einem horizontalen Rechteck mit der Lange a und der Breite b 
angeordneten Punkten gehalten. Diese sind mit vier in der Entfernung c vertikal dariiber 
liegenden Punkten des Flugzeugrumpfes durch Zweigelenkstabe, die nur Normalkrafte auf- 
nehmen kénnen, verbunden. Auer vier vertikal gerichteten Streben sind in den vier AuBen- 
wanden des Gestells Diagonalstreben eingesetzt. Die Krafte in diesen Streben sollen ermittelt 
werden. In den Vertikalstreben werden Druckkrafte positiv gerechnet, in den Diagonalstreben 


Abb. 5. Beanspruchung des Schwimmergestells eines Zentralschwimmerflugzeuges. 
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Zugkrafte. Die Krafte in nebeneinander liegenden Streben werden in folgender Weise zusam- 


mengefaBt (vgl. Abb. 5 und 6): 


22 ee Seitenansicht Vorderansicht 
Je+ ec 
=A+B—G=A°, (3) 
a 2 Fs e 8 My  |D 
C+ ar g 
=C+D-§=6, (4) 
E+F . 
(E+) st 
=CE+95= Xo 


Diese GréBRen sind nur von 
der Kraft V in der Schwim- 
mer-Symmetrieebene ab- 
hangig. Im linken Teil von 
Abb. 6 sind die GréBen Y, 
© und & graphisch unter 
ZuhilfenahmederCulmann- 
schen Hilfsgeraden h, er- 
mittelt. 

Fir die Betrachtung in 
der Vorderansicht wird ge- 
maB Abb. 6 der Vektor V 
der Seitenansicht in einem 
unter Y gelegenen Punkte 
in die Komponenten X und Z zerlegt. Sodann wird Y und Z zu einer Kraft U vereinigt 
(s. Vorderansicht in Abb. 6, rechter Teil). 


(Arbeitsanweisung: In jeder Projektion wird nur die Lage der hierein fallenden 
Kraft, nicht die der senkrecht daraufstehenden Kraft beriicksichtigt.) 


Aus dem Vektor U kénnen ermittelt werden (s. rechter Teil von Abb. 6): 


Abb. 6. Zeichnerische Bestimmungen in 2 Projektionen. 


Cy 


Bee he ea EC = Bi. (6) 
/ a+ 
Ley een ee =2D)+A>€=9, (7) 
ete 
(¢ + H) 2 =§ +5 =— oe = IM. (8) 
| /o? + 2 = V1 + (b/e)? 
Dabei besteht zwischen diesen GréBen noch die === 1 
Beziehung [ i 


Cee =h 41D IM. “| La 
Bisher sind also finf voneinander unab- 
hangige Beziehungen aufgestellt worden. Als $ oe 


sechste kommt hinzu: Die Drehkraft um die Hoch- 
achse ist nach Abb. 7 
/ , b , / a oO a 
N=Yay =(F—E)~ + (6 —) >, fz 
re ( a eat (9) 
2 Va L¢ ) b2 + ae) pa 
Mit ‘Shee = 20 N (10) Abb. 7. Untersuchung der Drehkraft um die Hochachse 


(Draufsicht). 


erhalt man daraus —E+F4+G6-—-H=MN. (11) 
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Da das Gestell acht Stibe aufweist, ist es zweifach statisch iitberbestimmt. Die Stabkrafte 
konnen nur unter Hinzuziehung von zwei Bezichungen, die sich aus Nachgiebigkeitsbedin- 
gungen der Lagerung ergeben, berechnet werden. Diese Beziehungen seien 


4 Opes (12) 
ron cea ad 
Ja? + c? /b2 + ¢2 
somit 
C—-F+G—H=0. (14) 
Aus (5), (8), (11) und (14) wird erhalten 
ey, (15) 
1 1 
ee (16) 
G=FM+>MN, (17) 
H =>M— TN. (18) 
Weiter ergibt sich aus (3), (6), (4) und (12) 
A=73%-2B+C—-L+2M), (19) 
B=T(U+2B—-C+L+MR). (20) 
C=2(-%4+28406+Q), (21) 
D=1(H —2B436—24+ 2M —M. (22) 


In dem gegebenen Schwimmergestell sind damit die Stabkrafte bestimmt. 


3. Die Bedeutung rechtwinkliger — 


Kraftkreuze. Aus den vorangegangenen 
Berechnungen an zwei Beispielen sind 
die Erleichterungen zu erkennen, die 
bei den Ermittlungen von Lagerkraften 
auftreten, wenn die einwirkenden 
Kraftesysteme in Form von _ recht- 
winkligen Kraftkreuzen gegeben sind. 
Noch ein weiteres Beispiel zeige die 
praktische Bedeutung dieser Dar- 
stellungsart. 

An einem Pflug, der um eine Quer- 
achse drehbar aufgehangt ist (Abb.8), 
sollen die Lagebedingungen fiir die Schwing- 
achse fiir Drehkraftausgleich bei gegebenen 
Pflugkraftewirkungen bestimmt werden. 
Die Drehkrafte um zur Z-Achse parallele 
Achsen werden durch die KraftkomponenteZ 
und die Drehkraftkomponenten L und M 
nicht beeinfluBt, dagegen durch X, Y und N. 
Die Wirkung der Komponenten Z, L und M 


Abb. 9. Lage der Anhiingeachse zur Zentralachse und zu einem y 
rechtwinkligen Kraftkreuz (Seitenansicht). kann in dem Vektor Z zusammengefat 


werden, der gegeniitber dem Bezugspunkt fir 
L, Mund N um —L/Z nach hinten und um — M/Z nach oben versetzt ist. Die Wirkung von 
X, Y und N wird durch die in Abb. 9 eingetragene Kraft W erfaBt. Fir Drehkraftausgleich 
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mu dann die Querachse durch die Wirkungslinie der Teilkraft W gehen. Die Projektion 
der sogenannten Zentralachse der raumlichen Kraftegruppe in der Seitenansicht, dic in Abb. 9 
als gestrichelte Linie eingetragen ist, geht i. a. an der Anhiangeachse vorbei. Dagegen ist die 
Lage der Wirkungslinie der Teilkraft eines zweckentsprechend ausgewahlten rechtwinkligen 
Kraftkreuzes entscheidend fiir die Schwingachsenwahl. 


4, Beziehungen zwischen rechtwinkligen Kraftkreuzen und Pliickerschen Koordinaten. 
Nachdem im Vorangegangenen die Bedeutung der Darstellung raumlicher Kraftegruppen 
durch rechtwinklige Kraftkreuze gezeigt worden ist, sollen nunmehr die einfachen Beziehungen 
zwischen den GréBen des rechtwinkligen Kraftkreuzes und den Pliickerschen Koordinaten 
angegeben werden. Fir die im folgenden aufgeschriebenen Beziehungen ist die Einschran- 
kung gemacht, da bei dem rechtwinkligen Kraftkreuz eine Kraft parallel zu einer Achse des 
Koordinatenbezugssystems verlauft. 

Bei einem Kraftkreuz nach Abb. 10 
erhalt man 


X=—A, (23) 
WY == 1/8 COS! - (24) 
Jb = = IB STN (25) 
[ae ee Ges 4, (26) 
M=Az,z, (27) 
INS Ay (28) 


Nach diesen Beziehungen kénnen auch 
aus gegebenen Pliickerschen Koordinaten 
die Bestimmungsgréfen fiir ein recht- spe Wearing Para ne er ee 
winkliges Kraftkreuz A=X, B=U 
ermittelt werden und in entsprechender Weise auch fiir Kraftkreuze Y, V oder Z, W. Dabei 
werden die folgenden GréBen samtlich bei jeweils zweien der drei Kraftkreuzbildungen ge- 
braucht: 


t = M/X, (29) 
v2 = —N/X, (30) 
Le NY, (31) 
een (32) 
DD gh A (33) 
“,=—M/Z. (34) 


Die genannten drei statisch gleichwertigen rechtwinkligen Kraftkreuze lassen sich (bei hin- 


reichenden GréBen fiir X, Y, Z) leicht gewinnen. Bei einem Kraftkreuz Y, V z. B. geht Y 
durch x, ,zy und V = {X24 2? durch x, beiz = 0 und z, bei x = 0, wahrend |hy| = L/V ist. 


5. Sitze iiber statisch gleichwertige Kraftkreuze. AuBer der Umwandlung der drei soeben 
angefihrten Kraftkreuze ineinander gibt es fiir ein raumliches Kraftesystem noch unendlich 
viele andere Darstellungsarten durch Kraftkreuze '. Ein Kraftesystem weist sechs statische 
Bestimmungsstiicke auf, ein beliebiges Kraftkreuz dagegen zehn. Das kommt so: Zu cinem 
Kraftvektor gehért seine GroBe, die Richtung, die durch zwei voneinander unabhangige Winkel 
im Raum bestimmt wird, und die Lage der Wirkungslinie, die durch zwei weitere Koordinaten 
festgelegt ist, z. B. die Koordinaten des DurchstoBpunktes durch eine gegebene Ebene. Hat so- 
mit ein Kraftvektor fiinf Bestimmungsstiicke, so sind es bei zwei beliebigen Kraftvektoren 
zehn. Liegen dabei fiir das gegebene Kraftesystem sechs Bestimmungsstiicke fest (s. 0.), so 
werden bei den Kraftkreuzen vier Groen frei wahlbar. 

Ist eine Linie fiir eine Kraft vorgegeben, so entfallen vier Freiheitsgrade. Ist also fiir ein 
bestimmtes Kriaftesystem von dem Kraftkreuz die eine Wirkungslinie fest- 


1s, z. B. A. Féppl, Vorlesungen iiber Technische Mechanik, Bd. II; L. Henneberg, Graphische Statik 
der starren Systeme. Leipzig 1911. 
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gelegt, sostehen damit die GréBe dieser Kraft und Grobe, Richtung und Lage der anderen 
Kraft fest. Von Féppl ist auch beschrieben, da®B jede Kraft im Raum in zwei Krafte umgewan- 
delt werden kann, von denen die eine durch einen vorgegebenen Punkt geht und die andere in 
einer vorgegebenen Ebene auferhalb des vorgegebenen Punktes liegt. Da beliebig viele Krafte 
in einem Punkt durch eine Resultierende ersetzt werden kénnen und ebenfalls beliebig viele 
Krifte in einer Ebene, kann ein raumliches Kraftesystem entsprechend durch ein Kraftkreuz 
ersetzt werden, von dem die eine Kraft durch einen bestimmten Punkt und die andere Kraft in 
einer bestimmten Ebene liegt. Es entfallen nun jeweils zwei Freiheitsgrade nicht nur, wenn 
ein Punkt oder eine Ebene vorgegeben wird, sondern auch fiir eine vor- 
ecime beme hak eh tu no. So kann ein raumliches Kraftesystem i. a. durch jeweils 
ein Kraftkreuz ersetzt werden, 
wenn zwei Richtungen oder zwei 
Ebenen oder zwei Punkte oder ein 
Punkt und eine Richtung oder eine 
Ebene und eine Richtung festgelegt 
sind, z. B. die Ebene fiir die eine 
Kraft und die Richtung senkrecht 
zu dieser Ebene fiir die andere Kraft 
(rechtwinkliges Kraftkreuz). 

Wird die Ebene geandert, so ergibt 
sich jeweils ein anderes rechtwinkliges 
Kraftkreuz (s. u.). Auf weitere Arten 
der Umbildung gleichwertiger Kraft- 
kreuze weist Abb. 11 hin. In dieser 
ist an einem Pflugkérper die Zentral- 
achse in Gestalt der schrag nach vorn 
Abb. 11. Verschiebbarkeit der Kraftkreuze langs der Zentralachse, wieder- im Bilde verlaufenden Stange oa 
gegeben an einem fiir die Krafte an einem Pflugkérper angefertigten Modell. gesetzt. Auf diese Stange sind in 

gleicher Weise zwei gleiche (hier 
rechtwinklige) Kraftkreuze verschiebbar und drehbar aufgesteckt. (In Abb. 11 sind die einzelnen 
entsprechenden Krafte zueinander parallel.) Da die Zentralachse eine Sonderstellung unter 
allen Geraden des Raumes einnimmt, sind die beiden Kraftkreuze stets statisch gleichwertig, 
und es gilt der Satz: 

Kraftkreuze andern ihre Wertigkeit nicht, wemmsn epi 
gesamt um die Zentralachse gedreht und langs dersielben yen 
schoben werden. 

Wird ein rechtwinkliges Kraftkreuz parallel 
langs der Zentralachse verschoben, so behalt 
die Wirkungslinie der einen Kraft des Kraft- 
kreuzes in der Projektion senkrecht zu der 
Richtung der anderen Kraft dieselbe Lage. 
Daraus ergibt sich auch die Arbeitsanweisung 
beim Beispiel II. 

Uber gleichwertige Kraftkreuze sind be- 
sonders im Alteren Schrifttum viele heute 
kaum noch benutzte Satze aufgestellt wor- 
den, wobei hauptsachlich mit dem sogen. 
Moébiusschen Nullsystem gearbeitet wurde. 


Abb. 12. Statisch gleichwertige Darstellungen mit Kraftschraube 
und Kraftkreuz. 6. Zusammenhinge zwischen Kraftkreu- 


zen und Kraftschraube. Nachdem zuvor die 
Bedeutung der Zentralachse fiir die Umbildung von Kraftkreuzen genannt worden ist, sollen 
im folgenden noch die Zusammenhange zwischen Kraftkreuzen und der Kraftschraube 
geschildert werden. Stets geht die Zentralachse durch die Gerade, die der kiirzesten Verbin- 
dungslinie eines beliebigen gleichwertigen Kraftkreuzes entspricht. 
Als analytische Beziehungen werden nach Abb. 12 angegeben 


aAcosx =b BeosB, (35) 
Asin 6 == B sin 8, (36) 
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R=Acosa+ Beosf, (37) 
S=cAsina =cBsnfp . (38) 
Wenn aus einem Kraftkreuz die Kraftschraube errechnet werden soll, so ist zu beachten, 
da8 a und b, « und f nicht einzeln bekannt sind, sondern die Summen a + b = c undo + a=, 
dazu A und B. Zur Ermittlung von « wird (36) umgeformt in 
AD. ‘ ; 3 
Z = sino = sin (a + B —a) = siny cosa — cosy sing. 
Daraus ergibt sich 


sin y 


tg eo cos y ci A/B . (39) 
Aus (35) wird erhalten 
: org eat Pane a cosy + B/A 
Sas (cos y + sin y tga), Wr? coe eee (40) 
Nach dem Verhaltnissatz ist dann 
a 1 + (A/B) cos y (41) 


ec 1+2(A/B)cosy + (A/B)? ° 


Diese Beziehung ist in Abb. 13 mit der Ordinate a/c, der Abszisse A/B bzw. B/A und dem 
Parameter y aufgetragen. Die Zentralachse geht auBerhalb der kirzesten Verbindungslinie 
durch diese Gerade, sobald a/c > 1 bzw. < 0 erhalten wird. Weiter ist 


R=) A? + B? +24 Beosy 4a 


(42) 6 — 
und pao 5-107 | 
S-== 6 ae sea) 4 


Speziell ist fir y = 90° 
(rechtwinkliges Kraftkreuz) # 


R=yA?+ B?, (44) 


40 


(45) 


B eo 
twa=s, (46) 


2 

a (47) 

Danach gilt: Die Ab- 

schnitte auf der kir- 
zestenVerbindungs- 4 

linie zwischen der 
Zentralachse undden jg, 

Wirkungslinien der 

mK rafte eines recht- 


Oe 


OY 


winkligen Kraftx. “2 ae i SO CSCS 
Pkreuzes verhalten 4—- —£ 

3 - chum Be kehrt wie Abb. 13. Anderung der Lage des Schnittpunktes der Zentralachse auf der Geraden 
die Q Uieagdacradtre der der kiirzesten Verbindungslinie von Kraftkreuzen. 

mk rafte. 


Es folgen die Beziehungen fiir die Umwandlung einer Kraftschraube in rechtwinklige 
-Kraftkreuze. Bei Vorgabe einer bestimmten Ebene G, in der die eine Kraft und normal zu der 
die andere liegen soll, gibt es nur ein Kraftkreuz fiir eine gegebene Kraftschraube. Zwischen 
der Zentralachse und der Ebene © besteht der Winkel x (Abb. 14). Es ist dann 

Av hh sin 2, (48) 


Biz Ricos x. (49) 
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Die kiirzeste Verbindungslinie des Kraftkreuzes liegt ebenfalls in der Ebene © und steht senk- 
recht auf der Richtung von B. Nach (45) ist 


ee Ss 1 


OR AB RK sine cos oe 
Weiter ist 
a B\2 a 
| COR are 
ae 
also : ; 
a= ctgx, (50) | 
is = tg Gas (51) 
a b c 


In Abb. 15 sind iiber x die GréBen oie > SR und S/R aufgetragen. In dem Gebiet um 


x = 45° liegt die Entfernung c knapp tiber 2 S/R. 
Nach (51) gilt der Satz: ‘ 


Wirdeineradumliche Kraftegruppe, 
von der die Kraftschraube (Zentral- 
achse) bekannt ist, durch ein recht- 
winkliges Kraftkreuz darge stelle. 
dann ist {ftr- came gemwiahls eek me} 
jektionsebene .die Wirkungslinie 
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Abb. 15. Kraftabstande fir gleichwertige recht- 


winklige Kraftkreuze bei verschiedenen 
Richtungen der Sammelebenen. 


Abb. 14. Ersatz einer Kraftschraube durch ein rechtwinkliges Kraftkreuz 
fiir gegebene Sammelebene. 


der in die gewahlte Ebene fallenden Kraft gegeniber der Pro- 
jektion der Zentralachse um eine Strecke entfernt, die gleich 
dem Verhaltnis vom Restmoment zur resultierenden Kraft 
multipliziert mit dem Verhaltnis der auf der Ebene senkrecht 
stehenden Kraftkomponente zu der in die Ebene fallenden ist. 


7, Zusammenfassung. Von den Darstellungsarten fiir raumliche Kraftesysteme (Kraft- 
schraube, sechs Komponenten, Kraftkreuze) kann die letztgenannte mit Vorteil bei verschie- 
denen Aufgaben benutzt werden unter der Voraussetzung, daB die eine Kraft in die fiir die 
Konstruktion bedeutendste Ebene gelegt wird und die andere Kraft senkrecht zu dieser Ebene 


gerichtet ist. Die fiir die Umwandlung der Darstellungsarten gebrauchten Beziehungen sind 
angegeben. 


Aus dem Institut fiir Landtechnische Grundlagenforschung der Forschungsanstalt fiir Landwirtschaft, 
Braunschweig-Vélkenrode. 


(Eingegangen am 12, November 1953). 


Anschrift des Verfassers: Dr.-Ing. E. Mewes, Braunschweig-Vélkenrode, Institut fiir Landtechniscke 
Grundlagenforschung. 
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Die Prifung der Elektrizitatszahler. MeBeinrichtungen, MeBmethoden 
und, Schaltungen. Von Dr.-Ing. Karl Schmiedel, Niirnberg. Vierte, verbesserte und 
erweiterte Auflage, Mit 183 Abb. TX, 234 Seiten Gr.-8°. 1954. Ganzleinen DM 24,50 


Inhaltsitbersicht: Allgemeines und Vorschriften: MeSgenauigkeit, Fehler, Berichtigung (Korrektion). Gri Sen- 
ordnung der Fehler. Fehlerkurve, Fehlergrenzen, — Methoden zur Bestimmung des Fehlers: Langpriifung durch Zihi- 
werksablesung. Kurzpriifung durch Zeit-Leistungs-Verfabren, durch Normalziihlerverfahren, durch stroboskopische ° 
Verfahren. — Die Fehlerkurve des Zihlers und die mittleren Angaben fiir die Verrechnung mit Abnehmer. — Einvich- 
tungen zur Erzeugang und Regelung der zugetiihrten Leistung: Sparschaltung. Stromquellen. Minstellung des Haupt- 
stromes, der Spannung, der Frequenz und der Phasenverschiebung. Koustanthaltung des Stromes, der Spannuny and 
der Brequenz. — MeBgerate und Einrichtungen zur Bestimmung des Sollwerts der Angaben: MeSgerite und Hilfsein- 
richtungen zur Messung der elektrischen GriBen. Gerite zur Bestimmung der MeSzeit. Prif- und Bichzahler. Gleich- 
lastpriifziihler und zugehérige Gerate. — Bestimmung des Istwerts der Angaben: Prifang. Justierung. — Seihsttatige 
Einrichtungen zur Bestimmung des Ist- oder Soliwerts der Angaben: Integrierende Verfahren. Stroboskopische Ein- 
richtungen. — Priifschaltungen: Einphasenwechselstrom. Vierleiter-Zweiphasenwechselstrom, Dreileiter-Zweiphasen- 
wechselstrom. Vierleiter-Drehstrom, drei MeBwerke. Dreileiter-Drehstrom, drei MeBwerke. Dreileiter-Drehstrom, zwei’ 
MeBwerke. Vierleiter-Drehstrom, zwei MeBwerke. Vier- oder Dreileiter-Drehstrom, ein MeBwerk (sogenannte} Dreh- 
stromzihler fiir gleichbelastete Phasen). Blindverbrauchzihler. Zweileiter-Gleichstrom. Dreilciter-Gleichstrom. Priif- 
schaltungen unter Verwendung des Gleichlastprifzihlers. — Priifklemmen: Priifklemme fiir Zweileiter-Gleich oder 
Wechselstrom, Priifklemme fir Dreileiter-Drehstrom, — Priifung der Strom- und Spannungswandler. — Einrich- 
tungén und Schaltungen fiir die Messung besonderer Eigenschaften und Vorgdnge: Drehmoment. Reibung. Reibungs- 
kompensation. Anlanfund Leerlauf. Eigenbremsung. StoS®weise Belastung. Kurvenform. AuBere Felder. Tempera- 
tur. KurzschluBsicherheit. Isolation. Eigenverbrauch der Wicklungen. KurzschluBwindungen. 90°-Verschiebung. 
Felder. Strémung in der Scheibe. Buirsten-Ubergangswiderstand bei Gleichstrom-Amperestundenzihler.. Gegen- 
elektromotorische Kraft bei Gleichstromzahlern. Schiefe Aufhangung. Namenverzeichnis, — Sachverzeichnis. 


Der Zahlerfachmann, der sich mit der Justierung und Prifung von Elektrizitatszihlern befassen muf8, findet in dem 
Buch alle Unterlagen fiir seine Arbeit. Hiner kurzen Zusammenstellung der amtlichen Vorschriften folgt eine kritische - 
Behandlung der verschiedenen Priifmethoden, wobei besonders auf praktische Beipicle Wert gelegt ist. Die Strom- 
quellen und die Eimrichtungen fiir die Einstellung des gewiinschten Leistungswertes, weiterhin die modernen’ Regler 
zor Konstanthaltung der MeSgroBen sind in ihrer grundsatzlichen Wirkungsweise beschrieben. AuBer den Prazisions- 
und den anderen fir die Zihlerprifung gebriiuchlichen MeBgeraten sind die neuen Geriite zur Rickfiihrung der Wechsel- 
strommessung auf die Gleichstrommessung hgchster Genauigkeit mit dem Gleichstromkompensator, ferner die Réhren- 
sender fiir genaue Zeitmessung und die integrierenden Gerate, insbesondere der Gleichlastzahler, die Drehstromarbeits- 
waage und der Spannungssymmetrieanzeiger ausfihrlich behandelt. Von den selbsttitigen Zahlvorrichtungen und den 
stroboskopischen MeBeinrichtungen sind einige moderne Ausfiihrungen beschri¢ben. 


Die Prifschaltungen fiir Wirk. und Blindverbrauchszihler nehmen cinen breiten Raum ein. Im SchluBkapitel sind die 
bekanntesten Mefeinrichtungen fiir besondere Eigenschaften der Zihler, die man vorzugsweise im Laboratorium an- 
wendet, zusammengestellt, < : 


‘Elektrizitatszihler. Tarifgerate, MeBwandler, Schaltuhren. Ein Buch fiir 


Zablerfachleute. Von Dr.-Ing. P. M. Pflier, Niirnberg. Mit 384 -Abbildungen. VIN, 
368 Seiten Gr.-8°. 1954. Ganzleinen DM 36,— 


Inhaltsitbersicht: A. Mathematische und physikalische Grundlagen: Mathematik. Zeichenerklarung. Wibeiten 
technik. Grundbegriffe der Mefitechnik, — B. Motorzahier: Allgemeines. Aufbau der Motorzahler.. Induktionszabler 
fir Wechselstrom. Drehstrom-Induktionsziahler, Magnetmotorzihbler. Eisenloser elektrodynamischer Zibler. Eisen- 
veschlossener elektrodynamischer Zahler. Tarife. Sonderausfithrungen von Motorzihlern und Tarifgerate. — CG. Fern- 
zahigerate. — D. Elektrolytzahier: Grundlagen. Forderungen. Der Wasserstoff-Elektrolytzihler. Quecksilberzibler. 
Anwendungsgebiet der Elektrolytzahler. — E. Zubehér: Allgemeines. Nebenwiderstinde. Vorwiderstande. Gleich- 
stromwandler. Stromwandler. Spannungswandler. Zusammenarbeiten von Zihlern und Wandlern. Schaltubren. Pern- 
schalter und Netzkommandoanlagen. — F. Zahlereichung und Priifung: Allgemeines. Nichverfahren. Spezial-Kichgerate 
der SSW. Wandlerpriifeinrichtungen, — G. Vorschriften: VDE-Vorschriften., Amtliche Vorschriften; — Literatur- 
verzeichnis. — Namenverzeichnis. — Sachverzeichnis. p ‘ 


Neben den leicht wagbaren Rohstoffen beziehen Industrie, Gewerbe und Haushaltungen taglich bedeutende Energie- 
mengen in Form yon Elektrizitat, die nicht ohne weiteres wagbar ist. Diese Energiemengen zu bestimmen und dem 
Bezieher sein volles MaB zu gewahrieisten, ist Aufgabe der Elektrizititszihler, die ebenso wie eine Waage staat- 
licher Aufsicht unterliegen. 


In Westdeutschland werden jabrlich etwa 30 Milliatden kWh iiber 13 Millionen Zahler abgerechnet, und es ist mit 
einer Verdoppelung dieses Energieverbrauches in rund 10 Jahren zu rechnen. Win Stab yon Ingenieuren, Technikern, 
Revisoren, Eichern und Ablesern in den Hlektrizitats-Versorgungsunternehmen, Priifamtern und AuBenstellen tber- 
wacht, pflegt und tiberholt diese Zahler. An sie alle wendet sich dieses Buch und bietet ihnen die Unterlagen zum 
tieferen Verstandnis ihrer Arbeit. 


Der einleitende Abschnitt behandelt die notwendigen mathematischen, physikalischen, elektrotechnischen und mef- 
technischen Grundlagen. Der Hauptteil befaft sich in leicht verstandlicher Form mit dem Aufbau, der Wirkungsweise, 
den Eigenschaften, Fehlern, Schaltungen, Schaltfehlern sowie der Anwendung der Motorzibler und beriicksichtigt be- 
sonders den am meisten verwendeten Induktionszahler. Daneben werden die selteneren Elektrolytzabler und im nachsten 
Abschnitt das Zabler-Zubehér beschricben, namlich Terifeinrichtungen, Vor- und Nebeuwiderstande, Wandler, Uhren 
und Spezialgerate fir Fernziihlung und Netzkommandogabe. Der Schlufabschnitt bringt einen Uberblick iiber die 
Priifmethoden fir Zahler und Wandler sowie die gesetzlichen Vorschriften, 
2 f 
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Betrieb und Anwendung von Leistungs- und Regel- 


transformatoren. yon Dipl.-Ing. Fritz Andé, Berlin. Mit 208 Abbildungen, 
VI, 319 Seiten Gr.-8°. 1954. Ganzleinen DM 33,7 


Inhaltsiibersicht: Einleitung. — L, Grundlagen: Begriffserklarungen, ‘BestimmungsgroBen. — Il. Wirkungsweise: 
Induktionsgesetz, arch Hues egoh oe, Bueacie ne. Transformation, Streuung, thermische pee yer per ee 
Prequenzayderungen, Vektorendiagramm, Kraft- und Streufliisse, Eisen- und Luftwege. — III. rene Paden and 
Leistungstransformatoren (LT), Spar-Transformatoren (SpT), beh at a subi oD ON eae Abies 
(RT), Quertransformatoren (QT/R), Drehtransformatoren (DrT), Kurzschlufidrosse spulen ( ri T), ae P' eae geeie et 
spulen (Komp. Dr), -Beanspruchung, Schaltverfahren und konstruktiver Aufbau der Laststufenwa tats fir Ol- 
schalter. — IV. Hilfseinrichtungen: Kublungsarten, Kessel und Kihlung, Kihlanlagen, Ausdehnungege Pea: 
transformatoren, Buchholz-Relais fir Ol-Transformatoren. — V, Betrieb der Transformatoren: Betriebsarten, phaser 
scher’ Parallelbetrieb, Wirtschaftlicher Parallelbetrieb, Die Erwarmung, die Uberlastung, Ein- und gap cpak Wi ee 
Uberspannungsbeanspruchung. — VI. Betriebstiberwachung: Betriebsrevisionen an Leistungs- a egeltransfor 
matoren, Behandlung der Isolieréle im Betrieb, — Anhang. — Literaturverzeichnis. — Sachverzeichnis. 


Erwirmung und Kihlung elektrischer Maschinen. von 


Dr.-Ing. Gottfried Gotter, Professor an der Universitat Tucuman (Argentinien). Mit 
158 Abbildungen und 5 Anlagen. XII, 328 Seiten Gr,-8°. 1945. Ganzleinen DM 34,50 


Inhaltsitbersicht: Einleitung. — |, Die physikalischen Grundlagen: Allgemeines iiber die Temperaturverteilung. 
Die Gleichungen vonLaplace aod Dolan The Warmenbeagumg. Die Warmelcittahigkeit und py baile pe 
Die Warmeleitfahigkeit. Die Wirmeiibergangszablen. — III. Eindimensionale Probleme: Wirmedurchgang mee ie 
iibergang an ciner ebenen Wand. Wand mit inneren Warmequellen. Die Wicklung als ebene Wand ley tet. Das 
Temperaturfeld in zylindrischen Kérpern. — VI. Zeitlich veranderte Vorgange: Die klassische Theorie un ihre via 
einfachenden Annahmen. Kurzfristige Uberlastungen. Abkiihlung und periodische Belastungen. Erweiterungen der 
klassischen Theorie. — V. Die Auswirkungen der Erwarmung auf Material und Betrieb: Alterung und Lebensdauer. 
Die Regel von Montsinger. Die Grenzwerte der Erwarmung und der Temperatur. Moderne Isolierstoffe. Beziehungen 
zwischen Grenzerwarmung und Nennleistung — VI. Die-Erwarmung der einzelnen Elemente: Die Warmeabgabe 


von Rippen. Die Berechnung des Temperaturfeldes in einem Blechpaket mit rechteckigem Querschnitt. Die Berech- ‘ 


nung der Temperaturverteilung von dlgekithlten Wicklungen. — VII. Die Erwarmungsberechnung von Transforma- 
toren: Die Warmeabgabe von Kesseln bei natiirlicher Kihlung. Die Temperaturverteilung im Kessel bei natiirlicher 
Kiuhlung. Die mittlere Erwarmung der Wicklung itber Raum. Der Einflu8 der Aufstellungshéhe, des Windes und der 
Sonneneinstrahlung auf die natirliche Kiihlung. Erzwungene Luft- und Olstrémung, Die Kihlung von GroBtransfor- 
matoren. Besondere Aufsiellungs- und Kihlarten.. — VIII. Die Kiihlung der rotierenden Maschinen: Allgemeines 
iiber die Kithlungsarten. Die Erwairmungsberechnung der einzelnen Elemente. Die Exwirmungsyerteilung im Stator. 
Das Riickkihlverfahren. — 1X. Praktische Winke fiir Messungen: Messungen im Laboratorium, Messungen an der 
fertigen Ausfiihrung. — Schrifttum. — Sachverzeichnis. — Anhang: 5 Anlagen. \ a ‘ 


Taschenbuch der Langenmefbtechnik fix Konstruktion, Werkstatt, 
MeSraum und Kontrolle. In Gemeinschaft mit Dr. phil. G. Berndt, Professor an der 
Techn. Hochschule Dresden, und Dr.-Ing. O. Kienzle, Professor an der Techn. Hoch- 

_schule Hannover herausgegeben von Dr.-Ing. Paul Leinweber, Berlin. Mit 790 Abbil- 
dungen und 39 Zahlentafelnim Anhang. XXIII, 806 Seiten 8°. 1954. -Ganzleinen DM 27,— 


Inhaltsibersicht: 1, Grundlagen: Begriffe. Einheiten. Mathematik. Geometrische und physikalische Grondlagen. — 


Aus der Physiologie des Messens. Austauschbau. — 2. Mabe und MeBgerate fiir allgemeine Zwecke: Lineale, Platten, 
Ma8e. Mechanische MeBgerate. Optische MefSigerate. Elektrische LangenmefSgerate. Pueumatische MeBgerite. 
Komparatoren und MeBmaschinen. Gerate fiir Oberflachenpriifung und -messung. — 3. Lehren und MeBzeuge: Ge- 
staltung von Lehren. Fertigung von MeSzeugen. — 4. Behandlung, Pflege und MaBliberwachung von MeBmitteln: 
Behandlung und Pflege, Eingangspriifung. Laufende Uberwachung von MeSmitteln. MeBmittelbefund und Auswer- 
tung. Wirtschaftliche Uberwachung. — 5. Einfache MeBaufgaben: Ebene Flachen und ihre Abstande. Einfach ge- 
kriimmte Flachen. Winkel und Kegel. Raumliche Lage. — 6. Zusammengesetzte MeBaufgaben: Formen, profilierte 
Korper. Gewinde. Zahnrider. Walzlager. Kejilwelle, Kerbverzahnung. — 7. Sonderarbeitsgebicte: Messen wahrend 
des Arbeitsganges. Messen an grofen Stiickzahlen. Messen an Werkzeugmaschinen. Messen in der Feinwerktechnik. 
Messungen an optischen Teilen. — 8. Organisation des MeBwesens: Allgemeine organisatorische MaBnahmen, Auswahl 
geeigneter MeBpersonen, FeinmeBraum, Anwendung der mathematischen Statistik. Wirtschaftlichkeit. — 9. Tafel- 
anhang. — Sachverzeichnis. ; 


Dieses Taschenbuch faBt die gesamte Technik der Langen- und Winkelmessungen in gedriangter Form nach dem heu-" 


tigen Stande zusammen. Es weist Wege zu meBgerechter Konstruktion und rationeller Kontrolle der gefertigten Teile. 
Es gibt Winke und Ratschlage in einfachen und schwierigen Fragen des Austauschbaues, zeigt Lésungsmiglichkeiten 
fir MeBaufgaben an Zylindern, Kegeln, Ebenen, Gewinden, Zahnradern, beschreibt alle neuzeitlichen MeBgerate und 
deren Eigenschaften und gibt Hinweise fiir die zweckmaBige Organisation des Kontrollwesens. Zahlreiche Normen, 
Zahlentafeln und Ubersichten machen dies neue Werk zu einem unentbebrlichen Nachschlagebuch fiir jeden, der sich 
mit WerkstattmeBtechnik zu befassen hat. ; 


Richtig messen, Ausschu8 vermeiden sind Wege zu Qualititsarbeit, wirtschaftlicher Fertigung und Konkurrenzfahigkeit 
auf dem Weltmarkt. Wie man das errcicht, zeigen hier die besten Fachleute Deutschlands. 


SPRIN GER-VERLAG/BERLIN - GOTTINGEN - HEIDELBERG 


Diesem Heft liegen 3 Prospekte des Springer-Verlages, Berlin + Gottingen - Heidelberg, bei. 


Springer-Verlag / Berlin » Gottingen « Heidelberg. Printed in Germany. 57 275 4022 0,8 K.B./Z. 040. 


we 


